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t)er3et(^ms öer erfc^tenenen Bänöe. 



ailmfHk. tClieoret. piim I. tCeil : nte« 
^anif u. HfuftU. Ton Dr. 6uft. ^äger, 

g!ofeffor an öer Unioerfität tDten. 
it 19 abbttöungen. Itr. 76. 

— llt«t^kiiUr<lic,o.Dr.KarI£.Sd(&fer, 
Üosent an 6er Unioerfitat Berlin. 
m\t 35 Bbbilb, Itr. 21. 

JUotltra. Arit^metil un6 HIgebra von 
Dr. ßerm. Sd|ubert. Profeffor an 
öer (Dele^rtenf Aule o. 3oI}anneunis 
in Qamburg. ur. 47. 

JUiint, 9^* oon Dr. Hob. Sieger, Prio.» 
Üoß. an öer Unioerfitöt u. profenor 
a. 0. Sn>ortafaöentie öes {. {. I)anöels« 
mufeums in tDien. ITlit 19 Hbbilö. 
unö 1 Karte. Xtr. 129. 

JMtvÜimtv, |lif betttrdtett« o. Dr. 
5ran3 5u^fe, Dir. ö. f täöt. tVtuleums L 
Braunf<^tDeig. tnUTOHbb. Itr. 124. 

3lllertitm#lnmbc, GHcdf.« o. Prof. 
Dr. Hi6. maifd), neu bearbeitet oon 
Hettor Dr. ^ranj Pol^l^antmer. mit 
9 Oonbilöem. Itr. 16. 

— Il9ittir4tef Don Dr. £eo Blod), 
Dosent an öer Unioerfität Sürid). 
mitSDoIlb. Itr. 45. 

3Ut<klt|r», 9cii|it*-€kntt.« oon Dr. 6. 
Cunge, Prof. a. ö (Eiögen. polqtedin. 
Schule L3üri<^. mit 16 Hbb. Itr. 195. 

^fMoUifkit, D^lievc, I: Differential* 
red)nung. Pon Dr. 5rör. 3unler, 
Prof. am Kealgpntn. u. an öer Heal« 
anftaUinUIm. init68 5ia. Hr. »7. 

Repetitorium unö aufgaben* 

Bmmlung 3. Differentialrechnung o. 
r. 5rieör. 3unfer, Drof. am Heal« 
ai)mnaflum unö an oer Healanftalt 
in Ulm. mit 42 SiQ- Itr. 146. 

II: 3ntegralredinung. Oon Dr. 

Srieör. 3unter, Prof. a. Realgqmna» 
fium unö an öer Realanftalt in Ulm. 
mU 89 5ig. Hr. 88. 

Repetttorium unö Aufgaben« 

fommlung 3ur3niegralre^nuna oon 
Dr. 5rieor. 3unfer, Drof. am Real» 
gnmnafium unö an öer Realanftalt 
/n mm. mit 50 5i0. Hr. 147. 

-mu^rre, oon Prof Dt. Bcneöift 

Spcreritt (Bringen. mit5$iq. IIr.68. 



|^|»cHerfrii0f« flie 0fittfrHiilyf, 

oon IDemer Sombart profeffor an 
öer Unioerfität Breslau. Itr. 209. 

|lritl|iit«tik ttnb JUgebrci oon Dr. 
ßerm. Säubert, profeffbr an öer 
<belebrtenfd)ule öes 3oI}anneums in 
Qamburg. Itr. 47. 

Beifpielfammlung jur Arit^metU 

unö Algebra. 2765 Hufgaben, fqfte« 
matijd) georönet, oon Dr. Ijermann 
Schubert, profeffor an öer 6elel)rten« 

g)ule öes 3oI}anneums in Qamburg. 
r. 48. 

%Jfsx9Viwca\t. 6rdge, Bemeaung unö 
(Entfernung öer ^immelsforper oon 
H.5. möbius. neu bearb. o. Dr. ID. 5. 
IDisIicenus, profeffor a. ö. Unioerfit&t 
Strasburg, mit 36 Hbbilö. unö einer 
Stemfarte. Rr. 11. 

9lflr0|>l|tfflk. Die Bef^affenl^eit öer 

gimmelsförper oon Dr. tDalter S- 
)islicenus, Drof. oxi öer Unioerfität 
Strasburg, mit 11 Hbbilö. Rr. 91. 

ItttfTatietttttiihrfc oon Oberftuöienrat 
Dr. £. ID. Straub, Reftor öes (Eber* 
^arö«£uöXDig$«(bi)mnafiums in Statt« 
gart Rr. 17. 

^aitktmd, |lie. bf# llkenblanbe» 
oon Dr. K. Sdiäfer, Hffiftent am 
(Beioerbemufeum in Bremen, mit 
22HbbUÖ. Rr.74. 

^ftriek»kriift» Hie fitteikittfi^^ftCf 
oon 5rieörid( Bart^, (Dberingenieur 
in Rümbera. 1. ([eil: Die mit 
Dampf betriebenen motoren. mit 
14 Hbbilöungen. Rr. 224. 

^»ittci|ttn0»rpieU oon Dr. €. KoI)I« 
roufd), Profeffor am Kgl. Kaifer« 
lD{n)elms«6i}mnafium ju ßannooer. 
mit 14 Abbilö. Rr. 96. 

^i0l00if bcr flflanfen oon Dr. R>. 
migula, Prof. a. ö. lEet^n. l)0(^f(^ule 
Karlsrutie. mit 50 Rbbilö. Rr. 127. 

^i0l00ie brr Siere I: €ntfiel}ung u. 
IDeiterbilö. ö. (Eienoelt, Be3iel)ungen 
3ur organifdien Ratur 0. Dr. ^etnr. 
Simrot^, profeffor a. ö. Unioerfität 
Ceipjlg. mit » abbxlb. Ut. lai. 



Sanrnilnng d&iihtn 



6. 7. 65tdttn'tdtt Verlagshindluna, Cifpitg. 
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#i«I»ai* brr «iirtlli 6t)ltl)unara 1 
6.tII«(jucorflan.natuCD.i}r.firfiit. 
Stinralb, pröt. an txr UnlnulUatJ 
tcliijlg. mit SB (UiblEti. nc. 1»2. 

«UÜr»ti. eertU.JnAuftrlc II[:' 
tDai^nri, Bt(i<StnL Slicbtitf un6 
t^n qilfiftofft mm roilbtlm manolr 
Ctbm Bii bcrPTtuI- bEt|.Sai^l4"lr 

f. tcitUfiibultiU in Hnftlb. Dtll 
28 Sr» Hr. 186. ' 

#niHt. ßa» Sal^ unb ^o^ann $t|ii)- 
Ott Ntvft tincm dnliana : Binnl unb 

Biitttn. AtuaciD,u.«lfiuLmmpTi>f.J 
r. JuL SaSt. nx. u. ! 

#>dtfftircanEi. Ct[|TgangbtTttntai|(n 
u.oop)] BudibaUiingDonRiib.SttTn, 
(Dbeilc^iEt b<T Aff.^anbtEiIc^taniL 
U. Doj. & l)aTi()tl>!|Dit||d)u[t ]. fjlpjlS- 
mit rl(l(n formulorfn. Hr. 116. 

4>iktlin Don pcaf<nac Dr. lEbmunti 
timba In Bonn. lli. 174. 

tf urantlnni«c. äUnilt bcr, Don ftol- 
rat Dr. iDtlo matt In mflm^. mit 

safauib. ar.iiB. 
•^tntii, 3Jla*nubu toA trimltka- 
HWic. SDH Dr. mar Rntotptt Vd]. 

g. b. icdm. f)ad|f diiut In Saimttabt 

DIU 22 jlgüttB. He. 71. 

— ».timtauaait, von Dr. 3g|. Khln 1 
in IDalbiiaf. Hl. 87. 1 

— — |lc^ audg: DltlallallK. 

— HnaatrAt, von Dr. 30 j. Kitin tn 

— bR |l«bl>H|tvffBtrHBbnna(a 

Mm Dr. Ifuga B<m<r, Hnnttnt um. 
d^tm. CotioTatDriuTn bti KgL <[(d|n. 
Q<>4fi^u1t Stuttgart I. It; All- 
pbatifilH Derbtntiunacn. 2 Qdlt. 
Rt. IUI. 192. 

lII: Ka[botDtIlfd)'BctUnbRna«I■ 
^^. 193. 

IT:Qtl<TO(i)niidFeI)«Mittaniacn. 



9Bniffl»irtl.l)l'- Kungda^tsCebT- 
buA mit Btifpltltn ffir äoi Sflbjt. 
fluMunt u. b. ptaltl|it|cn Sebroudi von 
Srltbtli^ Baitb, Cbcringcnlcut In 
llilmbtig. ntlt 67 Slgurtn. Ilt. fl. 

9inn|ifmalil|lnt, Bit. »ui}ge|ahtH 
f ebrtu^ m-Beihriilm für bcu 5tlbfl> 
Ituolum unb bcn piott lEtbiaufb von 
5dtbH<fi Barttj, iDbnlngtnlniT In 
HQtnbtrg. mit 48 Slguicn. tlr. & 

^bMnngcn o. mittdit'dibintrdttt' 
irAtaift, 3nauimal)lin.einlte.u. 
alSrlcrb. bciauMCgtb. d. Dr. fjixm. 
3ant|en in Brtslau. tli. IST. 

^ittx\mtvtn. Kubrun u. Dltlrl4t|Mn. 
mu Clnltltung unb IVBitcrbudi non 
Dr. ©, C 3irftjt(, PTOftfloi OH »«r 
llntocitfti» mOnfltr. tlr. 10. 

JtffntatiatrtdinnitB Don Dr. 5cbr. 
junitr, ptol, am Htalgiimii. u. u. b. 
RcalDnlLinUlm. milM51g.nT.87. 

— RnttlliiTlum n. flu|gabtn[ammlung 
^ DlfftimHalrtitinuna oon Ur, fibt. 
jinilCT, Prof. am Rtalgiintnallum 
unb an b<r Htnlanitoll In Ulm. HtU 



tftbolltktr mit Ciammalll, Üben 



sa. 



,.-— --I fl. Krau», 

l Mttmlnacn. I.EdliDiuK^ 
m. mitl7srg.li.<tlaf(ln.nr.l6a. 



U 16 flbbUb. Itt. 195. 

" (bö DonH. 

T. I)<in3.ti.^<rb«t. 
(tauKtt nm Prof. DlC. 
n Bdiin. Itr. % 



. , Im Ronlfdi, Cqninajfal^b»- 
Itiim In iSinabrfitf. IIi. 171. 
«innbitttcnkBMc ' ' 

blpL Battmlngcn. 

(iltn. mitl7Stg.li.<tIaf(l 

- JLIIdl: »Ol SiimKbdle _ __ 

Slguini unb 5 Eaftln. Hr. 16». 

«Ithtcliität. ILbtontpfmlitlll-Ttll: 
CldtrijItaiu.DIagnttlsmui. BonDr. 
«u(l. JÄaer, profelfor a. 6, Unimn 
mcn. mit 33 abbllbgn. Itr. 7». 

«UMtotnliaili. «nfübning In Mt 
tiobnnc CIeM)> unb u>«bT(t|trom> 
ttilinS vDn T ßerrmann, proftlfor 
btr Sldtroltj^nll an bcr KgL Ceifin. 
f}oi^td|uIc Stuttgart. I : iStc pbi)n> 
Iall|it)tn SninMogin. mit 47 51g. 
nr. lU«. 

— It: Dl< <b1dd)|lrDmt«4nll. mit 74 
Siflutt«. Hr. 197. 



$atnffllung esscben 



I3tlntUgmitm 
6. X 63rdKn'r<lit Ttriagghanilluno, Htlpzfg. 
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ittnmaiuHwmi», ecbftnn, 
SalavlUrt IM" Dr. fL RivpoIM jr, 
fltftgL bt* XaL PnuK. milorolaa. 
3n)t ju poidam. init i4 HiMiS. 

Uni 3 CaftlH. Hl. IT5. i 

itMk Dim Dr. Sbamas HAcIls Im' 
Ste-mn. ITr-M. | 

{atlritii. Ccrtll.lnbuitclc 111: 
mSUKtL Blrii^titf. sarBtnl Unb 
i^it liUfsIliilte Don Dr.ttHE^.ntoftot, 
Ctbnr an Ixr PnuR. bat). Sodilifault 
t. tiEtUIntiuKrfc tn ttieldb. tau 
28 $ls. tir. 186. 

f*mritndiw(rcn, 9a«, oon Dr. 
Cutnig Rdlflob in Bnlln. mit 47 
jlgurtn unb I CaftL Hr. IC6. 
Ijfabrikatlan. Ititil'3nl)u1tii<-. 
Illtbcrd, tUirititl, palamnitttinei, 
Spltttn» unb iBuntncnfitbrifittlon 
unb SUjfabttlotiOn »n ptaf. HIOE 
SBtU«, DinftDt bn KinigL Sr#i. 
ScnnalfKIlt filr IIcrHUnbultik jn 
Dtrlltt mit 27 5iB- m. 185. 

^teanmitirtnrdiiift d. Sc^. Reg.-nat 

Dr.R. MitbtrB«— '■'- "-'-' 

Btrlin- nt.i4a 

Ardmrt, iabmut. Hans Sodis u. 3<>f). 

SfWartnrtli- "-' " — "— 

Rusgcmäblt 
Dr. Ijul. Sal 



ObnsiDalbe, fletellungstildge: 
*«r fJüupMtalion bes for[tIli5<n i 
ludisiDflens. Hc. löH. 
•rmfiranntlHnii, tttaUronol. 
Rtpftiloriuiti b Itintljfmatir, enttj. . ._ 
ffil^dgltcn SarnttlR und £c^r[ätc b. 
ArittinieHt, fllgibio, algtbTall^tn 
ßnalqfis. ttitntn Siornttrlt, Slino- 
mttrit. (btntn u f|il)ärl|il|tn Srlgo> 

^ ■■'■ ■'(ogiopHt, analnt. 

... .1,.... y 



IfscRniininriliaft oonDr. ftd. Sdtmw- 
-■ ' "--'-"iraiTb«Sorltofai>™i[ 
Hbtcllungsbm^i 



^«mbiDdtrt, ilaa, In iitutfilTi» 

— Cr, Riibolf Klcinpoul inCelplig. 

(SatbiiitnfiilrrthatiaB. lEcililOn- 
buitrie II: IDibeKi, IDkltTel, Pii[a' 
ratntlHUd, Splttn. unb «urblnfn. 
TabclfaUon unb ^UjtabclEatlDN Don 

Siof. mar Sartltr, Dlrthot bti 
önlal. S(änlia<n 3tNlial|t<nr \ai 
1I<Elil'3nbuit^( ]U Berlin. Dtll 27 
flgurm. Hr. 135. 
Stobünc DOn Dr. IL ReinljttS, pro« 
f(|[iit an ber tTfctinlfcficn f)oi!||Ä|u[e 
fjannoDir. mit 66 Hbbilb. R- ■'"' 



Sititrtnt.- u.3nltgralRd)n. d. 






P^nltliaaratt, van H. Rlalilti 
'''Mor am «^imnaflum In Uln 



V>|iirir[lj(, non Dr. Slegm. Sünf^ci 
profdlor an Ssr KönigL ttediiiifdic 
"loälidliilt In miinitifn. lllil 3 



Mbtlbun,... .. 

ftcljF aud]: £anbeäfunbr- — Cünbf 

OcBlas<( n.profdfci Dr. ffifrl). SraL_ 
inStutUorL ITIit 16 Abbtie unli 4 
BofdnmilübtrSOSi "- ■'■ 

tQranictric.^iialntfrilit.tirrtEbint 
D Proleifar Dr. m. Simon in Strafi- 
bürg, niil B7 ^Igursn. Rr. uii. 

— Äiialntirtlje. *c8 panmie oon 
Prof. Dr. m. Simon in Strapurg 
mit ZB Rbbllbungfn, Rr. hu. 

— IEIiirB(ll(ubr,D. Dr.Rab. üou^nic. 
Prof. 0. b. tEfdin. fJoii|fit)iile Karlä. 

— CbcRt, Don e, mnliler, pcofeHor 
am lET)mniiHuni in Uim. mit '" 
äioetlarb. 5tg. nr,4l. 

— UrBfilitlD(,lnfDnl1)ft. Bttimibtung 
DonDr.HarlDocl)ijniann, Drof. — 
biiUnlDtrSltatmürdifii. muM; 
tlel\ äiDellatti. SV*«*!!- H^-Ti 



$aininluita esscben 
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Dr. K. HMb In Htmptm. fii. 190. 

?leNtM(. tw ntttelalt» (bii 
UO) Doit Dr. 5- Knnt, (Dbeil. am 
KgL Cuitcngqmn. In Heilln. nt.Sä 

- ^iimanr<l|C. J>o« Dt. R. Sttmfclb, 
Prof. 0. b. UHtHif. BerliB. Hr. 86. 

- «cicAirA*. Don Dr. Ddnrid) 
Smoboia, Prolcf in an bcr titutld|«n 
UnhKiflUE Prag. tli. 49. 

- ht* alten iK«H«ilantt« non 
Dr. St- noimitl, SiottnoT an b<T 
Untonfflät mengen. mit&BlUetn 



nan Ktones, pniffnot an 6«i 



ni. 19. 

- Knilirilr*. mn Dr. nHRiilm Vttb, 
illbeiltl)nt am iDfrttgpmnnlUlm in 
tllaln}. Ilt. 4. 

- $ad)jir<l|f,DonP[Ot.®lt<>KafmmtI. 
KiHm MS infDliilanmRallum* tu 
CttP3ie.^ nr^m 

fÜniDitnifit 



— »fr llä»aa*alb 1lei)t: pabnaogir. 
»et bratrdicB Sptnltt fit^t: 
Crammatit, Scutli^i. 

ecr»nbl|(it*Ulirc. Dtc mentl|Ili^c 
KBriHT, |(ln Bau unti Mnt Qätm- 
hilen, von C Rebmann, iBberrcal» 
fAulMicHi» In Srilbuig L B. mit 
Sc|unbl)e!tslclin Don In. med. fi. 
Sdl«. mit4TAbb iLlIaf ni.lH. 

IBimtrI'tmtftB oon tDemer Sonbart, 
piaftl^r an b. UniDer|üät Breslau, 



SUtMinlraabf non Dr. Sriti 

facti tn HHtn. mit G abbilb. im 
ctt unb II Sattln. Ilr. IM. 



Situbing, Di 
na|lum In U 



- iiciu audi : Qtibenfagt. - 



iflw, IDoIlram 

CKilinbaii) u. Cottfritb non £___„ 
Burg, flusnial)! ata bcm bfif. t^n 
mit RRmtAungcn unb IDoTttÄu<l| 
Don Dr. H. marotb, Prof. am KgL 
5ciEbd(b^oIIigium ju ttSnigibeig 
L Pi. IlT. 22. 
(Stomnalili, llnttrilii, unb lutjc 
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I. Altertum. 
1. Ägypter nnd Babylonier. 

Fragen wir nach den ältesten Heimstätten wissen- 
schaftlicher mathematischer Forschung, so verweisen uns 
sowohl die Berichte der griechischen Schriftsteller als 
auch die Ergebnisse der Altertumsforschuog nach den 
alten Kulturzentren im Tale des Nil und im Zwei- 
stromlande. 

Lassen einerseits die biu'eaukratischen Einrichtungen 
des alten Ägypten auf ein entwickeltes Eechnungs- 
wesen schließen, so sind andererseits die Feldmessung 
imd die mächtigen Bauwerke — nach streng geometri- 
schen Gesetzen und mit genauer Orientierung — be- 
redte Zeugen für bedeutende Kenntnisse auf dem Ge- 
biete der praktischen Geometrie. Neuere Funde bestätigen 
und ergänzen diese Schlüsse in willkomnlener Weise. 

Ein mathematisches Handbuch aus der Zeit zwischen 
2000 und 1700 v. Chr., verfaßt nach älteren Schriften 
von Ahmes dem Schreiber, bezeugt ein ausgebildetes 
Rechnen in ganzen und gebrochenen Zahlen mit syste- 
matischer Zeriegung in Stammbrüche (mit dem Zähler 1), 
z- B. 1 = ^ + -ji^; -g^ = -gi^ -f ^^- -f- ^1^; es bietet 
femer eine Anzahl eingekleideter Aufgaben über Glei- 
chungen des ersten Grades mit einer Unbekannten (z. B. 
Haufen sein |-, sein i, sein if-, sein Ganzes, es gibt 37; 
d. h. fx-j-fx + |^x4-x = 'Äl^., ^^'Sj^^^^N^^'^f^ssssss^^^ 
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arithmetische und geometrische Reihen. Das Hand- 
buch enthält femer Berechnungen von Rechtecken, 
gleichschenkligen Dreiecken und gleichschenkligen Tra- 
pezen, eine Quadratur des Kreises und Ausrechnungen 
verschiedener Körper. Auch treten gewisse Strecken- 
verhältnisse, die zu wiederholter Konstniktion eines 
Winkels verwendet werden — unsere trigonometrischen 
Funktionen Kosinus und Tangente — - mit besonderen 
Namen auf. 

Die Berechnung des gleichschenkligen Dreieckes mit der 

a b 
Grundlinie a und der Seite b erfolgt nach der Formel -^ , 

die des gleichschenkligen Trapezes mit den Parallelseiten a, c 
und der nicht parallelen Seite b nach der Formel 4 (a + c) b . 
Diese Näherungsformeln haben sich durch Jahrtausende er- 
halten. Wir finden sie wieder in den Schriften Her ons von 
Alexandrien (wahrscheinlich um 100 v. Ch.), aus denen sie in 
die römische Feldmeßkunst und dadurch auch in die Mathematik 
des Mittelalters übergingen. Zum Zwecke der Kreisquadratur 
nimmt Ahmes die Seite des dem Kreise flächengleichen Quadrates 
als |- des Durchmesser^ an, so daß sich jt = 3 , 1 604 . . . ergibt. 
Das Handbuch des Ahmes, dieses ehrwürdige Denkmal 
unserer Wissenschaft, wurde in einer Blechkapsel verwahrt auf- 
gefunden und befindet sich als Papyrus Rhind im Britischen 
Museum. Es besteht aus einer Rolle gelbbraunen Papiers 
von 20 m Länge und 30 cm Breite. 

Während die Griechen als ihre Lehrmeister in der 
Geometrie die Ägypter bezeichneten, rühmten sie den 
Baby Ion lern bedeutende arithmetische Kenntnisse nach. 
In der Tat besaßen dieselben die Kenntnis der arith- 
metischen und geometrischen Reihen, sie lehrten die 
Heiligkeit und geheimnisvolle Kraft gewisser Zahlen 
und Verhältnisse — eine Lehre, der wir an den verschieden- 
sten Orten wieder begegnen, überdies setzen iiire astro- 
flomJsGhen Beiechniwgen, ihr rationeliesMaßsystföiamid das 
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von ihnen konsequent ausgebildete Sechziger-Zahlensystem 
eine nidit geringe mathematische Einsicht voraus. Zwei 
Tontäfelchen aus der Zeit zwischen 2300 und 1600 v. Chr., 
die der Geologe Loftus 1854 bei Senkereh am Euphrat 
entdeckte, enthalten, wie Rawlinson erkannte, die Qua- _ 
drate der ganzen Zahlen bis 60 und die Kuben der 
Zahlen bis 32, im Sexagesimalsystem imter Benutzung 
des Stellenwertes geschrieben, so zwar daß z. B. 64 
durch die Zeichen für 1 und 4 ausgedrückt ist. 

Da es unmöglich ist, alle Zahlen bis zu einer einiger- 
maßen beträchtlichen Höhe durch neue Wörter zu bezeichnen, 
so kam es schon in ältester Zeit zur Bildung systematischer 
Anordnungen, welche die Benennung aller Zahlen durch ge- 
eignete Verknüpfung weniger Wörter ermögüchten. Am ver- 
breitetsten ist das Zehnersystem, das je zehn Einheiten 
einer Stufe zn einer Einheit der nächst höheren Stufe zu- 
sammenfaßt, daher nur für die Zahlen der Einerstufe (von 
Eins bis Neun) und für die Stufenzahlen (Zehn, Hundert, 
Tausend, .' . .) eigene Namen zu schaffen braucht, um jede 
behebige Zahl als ein nach Potenzen von Zehn geordnetes Polynom 
darzustellen. . Seine Entstehung verdankt dieses System der 
von alters her gebräuchlichen Abzahlung an den Fingern. 
Ebenso entstand das in vielen Sprachen hervortretende, wenn 
auch niemals konsequent durchgeführte Fünfersystem durch 
Abzählen an den Fingern einer Hand und das bei den Azteken 
und Kelten gebräuchliche Zwanziger System durch Abzählen 
an Fingern und Zehen. Sehen wir die Menschen bei Auf- 
stellung dieser Systeme mehr unbewußt der Anleitung der 
Natur folgen, so waltete dagegen der reflektierende Geist bei 
der Schaffung des Zwölfer- und Sechzigersystems, die — 
entsprechend den praktischen Bedürfnissen — bequeme Teilungen, 
besonders in Halbe, Drittel und Viertel, gestatteten, und daher 
für Maß, Gewicht und Währung zu weiter Verbreitung ge- 
langten. Ihre innere Berechtigung wird durch den zähen 
Widerstand bezeugt, den sie dem Vordringen des Zehnersystems 
entgegensetzen. Insbesondere behauptet das babylonische 
Secnzigersystem in der Zeit-, Kreis- utv^^^yc^jl^^Xä^^s^^ ^^^^ 
beute seine mindestens viertauseivOLja^Tv^^ ^«tx^^^^ 
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2. Griechen. 

a) Voreuklidische Zeit. 

Die keineswegs unbedeutenden, aber wenig geord- 
neten und nur auf praktische Zwecke gerichteten Kennt- 
nisse der Ägypter wurden von den Griechen zur Zeit, 
als sie sich für wissenschaftliche Forschungen zu inter- 
essieren begannen, übernommen. Thaies, Pythagoras, 
Plato, Anaxagoras, Eudoxus u. a. brachten mathemati- 
sches Wissen aus dem geheimnisvollen Lande der 
Pharaonen in die Heimat. Mit instinktivem Feingefühle 
erkannten diese Männer rasch die eigentliche Bedeutung 
und den wissenschaftlichen Charakter der Mathematik 
und unter ihren Händen erstand das vollendete Gebäude 
der antiken Geometrie, dem, was Gedankenstrenge an- 
belangt, kaum ein anderes Menschenwerk an die Seite 
gesetzt werden kann. 

Im Mittelpunkte der Entwicklung der griechischen 
Mathematik steht Euklid (um 300 v. Chr.). Sein 
Hauptwerk, die „Elemente", büdet einerseits den Ab- 
schluß der älteren Periode und andererseits die Grund- 
lage für den weiteren Ausbau unserer Wissenschaft. 

In der voreuklidischen Zeit sind es vorzüglich drei 
Persönlichkeiten, die maßgebend in die Entwicklung der 
Mathematik eingriffen, Pythagoras im 6. Jahrhundert, 
Plato und Eudoxus im 4. Jahrhundert. 

Nach d en übereinstimmenden Berichten brachte Thaies 
von Milet (640 — 548 v. Chr.), der Begründer der ioni- 
schen Naturphilosophie, zuerst geometrische Kenntnisse 
aus Ägypten nach Griechenland. Ohne in Einzelheiten 
einzugehen, können wir im allgemeinen feststellen, daß 
er und seine Nachfolger die Handwerksregeln der ägyp- 
tsscben Mathematik vertieften und ei^dV^t^föxi, 



Griechen. 1 1 

Zu einer eigentlichen Wissenschaft aber wurde die 
Mathematik durch Pythagoras (580 — 501 v. Chr.) er- 
hoben, der nach längerem Aufenthalte in Ägypten zu 
Kroton seine berühmte Schule gründete. In ihr wurden 
die allgemeinen Grundsätze und der ideale Charakter 
der Mathematik für alle Zeit festgestellt und das logische 
Element, die Forderung des Beweises, eingeführt. 

Die hohe Wertschätzung und eifrige Pflege dieser Wissen- 
schaft gründet sich auf die philosophischen Überzeugungen 
der Pythagoreer, die nicht, wie die ionischen Naturphilosophen, 
in der Materie, sondern in der Form das Wesen der Dinge 
suchten. Ausgestattet mit feinem Schönheits- und Formen- 
sinne, gettht durch eifrige Naturhetrachtung, erkannten diese 
Denker hinter dem steten Wechsel der Erscheinungen das 
waltende Gesetz, das in Größen- und Zahlenbeziehungen seinen 
Ausdruck findet. Daher nannten sie die Welt Kosmos, das 
Geordnete, und die Zahl galt ihnen als das wirklich Seiende, 
das Wesen der Dinge. Die in der physischen Welt statt- 
findenden Zahlenbeziehungen mußten nach ihrer Ansicht auch 
in der moralischen Welt gelten, sofern dort Ordnung und 
Harmonie herrschen soll. So erhielt ihre Zahlenlehre einen 
mystischen Beigeschmaxik und zeigte Anknüpfungspunkte an 
die Lehren der Babylonier. 

Als im Anfange des 5. Jahrhunderts infolge poli- 
tischer Wirren in Großgriechenland die Mitglieder des 
pythagoreischen Bundes verbannt wurden, gelangten 
ihre bisher geheim gehaltenen Entdeckungen in die 
Öffentlichkeit und wurden Gemeingut der Nation. Als 
hervorragende Pythagoreer der späteren Zeit sind zu 
nennen Philolaus (um 450 v. Chr.) und Archytas 
von Tarent (430 — 365). Außerhalb der pythagoreischen 
Schule sind als Mathematiker bedeutend Anaxagoras 
(499 — 418), Hippokrates von Chios (um 440), Demo- 
krit (460—370), Hippias von Elis (geb. um 460). 

Der Hauptsitz der Wissensclmitoiw ^^x: \<i\iL\ kN>2v<5iNx. 
Durch Theodorus, den IjeVvret Y\^Vc^^, ^v\A ^^^^^ 
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Archytas, den Freund des Plato und Eudoxus, ist 
die Verbindung der pythagoreischen Schule mit der 
Akademie Platos- und der mathematischen Schule des 
Eudoxus in : Cy^ikus hergestellt. 

Plato (429—348 v. Chr.) schätzte die Mathematik 
sehr hoch, weil sie sich niu' mit Ideen beschäftigt und 
daher den Geist vom Sinnfälligen, Nichtseienden , zu 
den Ideen, dem Seienden, hinwendet und ihn befähigt, 
die höchsten Ideen des Wahren, Schönen und Gruten 
zu erfassen, was das Endziel der Philosophie ausmacht. 
Darum belebte Plato seine Schriften mit zahlreichen 
Ausblicken auf mathematische Gebiete, legte seinen 
Schülern mathematische Probleme vor und gab ihnen 
geeignete Methoden an die Hand. In regem Verkehre 
mit der Akademie standen Eudoxus (4. Jahrhimdei't) 
und seine Schule. Aristoteles (384 — 322) bildete 
besonders die Geschichte und Systematik unserer Wissen- 
schaft aus. 

Die Forschimgsweise der Pythagoreer wird von 
M. Cantor treffend der Weg des mathematischen 
Experimentes genannt. Nur auf diesem Wege, den 
übrigens schon die Ägypter betreten hatten, war es 
möglich, in kurzer Zeit eine solche FüUe von Kennt- 
nissen zu sammeln. 

Wir erblicken in den Pythagoreern die Begründer 
der Zahlentheorie. Sie unterschieden gerade und un- 
gerade Zahlen, Primzahlen (Linienzahlen) und zusammen- 
gesetzte Zahlen (Flächen- und Körperzahlen). Durch 
mancherlei Summierimgen, die sie in der Zalilenreihe vor- 
nahmen, bildeten sie den Begriff der gesetzmäßigen 
Eeihe aus und gelangten zu den höheren arithmetischen 

Jielüen^ zu den i)reieckszahlen \— l durch Sum- 
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mierung sämtlicher aufeinanderfolgenden Zahlen von 
1 bis nv zu den Quadratzahlen durch Summierung der 
ungeraden und zu den heteromeken Zahlen [n (n + 1)] 
durch Summierung der geraden Zahlen. So wm*de der 
Grund zur Theorie der Vieleckszahlen gelegt, die zu- 
erst von Philipp US Opuntius, einem Schüler des Plato, 
systematisch behandelt wurde. Zahlen, von denen jede 
gleich der Summe der Teiler der anderen ist, z. B. 220 
imd 284, nannten sie befreundet. Yollkommen hieß 
eine Zalil, die gleich ist der Siunme ihrer Teiler, wo 
sie selbst als Teuer nicht mitgerechnet ist; z. B. 6,28. 

Wenn auch derartige Untersuchungen einigermaßen den 
Charakter einer Spielerei tragen, so boten sie doch in Alter- 
tum und Mittelalter mancherlei Gelegenheit zu mathematischer 
Geistesübung. So finden wir z. B. in dem Drama ,,Sapientia^^ 
der Hrothswitha von Gandersheim (10. Jahrh.) die erwähnten 
Zahlengattungen ausführlich abgehandelt. 

Nach babylonischem Vorbilde beschäftigteh sich die 
Pythagoreer mit der Lehre von den Proportionen. Sie 
imterschieden die arithmetische, geometrische und har- 
monische Proportion und die entsprechenden mittleren 

T> x: 1 ^ + ^ J- 2ac 
Proportionalen: - , Vac, — - . 

2 ' a + c 
Noch mehr bewundern wir die Fortschritte auf 
algebraischem Gebiete. Unter dem Namen Epanthem 
des Thymaridas ist aus pythagoreischer Zeit ein Satz 
überliefert, den A\ir unter Anwendimg moderner Be- 
zeiclpiungsweise so aussprechen können: Wenn n Un- 
bekannte (äoQiora) x^, Xg, . . . Xn vorliegen und außer 
ihrer Gesamtsiunme Xi-|-X2 + ...4-Xn = s noch die 
Sunmien der ersten mit jeder folgenden x^ + Xg = %, 
^1 "tr ^3 = a^ , ... X, + Xn ^ an_i gegeben {(OQionha) 

sind, 80 ist X, = a, + a.,^...^jw- >:::3 .^^^^^^ 
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algebraische Leistungen der Pythagoreer stehen in un- 
trennbarem Zusammenhange mit ihi^er Geometrie, in 
deren Mittelpunkte der nach dem Meister benannte 
Lehrsatz steht. Die für das von alters her als recht- 
winklig bekannte Dreieck mit den Seiten 3, 4, 5 ge- 
machte Bemerkung, daß 3'^ + 42 = 5 2, wurde schritt- 
weise auf die übrigen rechtwinkligen Dreiecke ausgedehnt. 

Die Rechtwinkligkeit des Dreieckes mit den Seiten 3, 4, 5 
war eine alte Erfahrungstatsache. Es ist wahrscheinlich, daß 
die Harpedonapten (SeUknüpfer) bei den Ägyptern davon 
Gebrauch machten, um aus der Nordsüdrichtung die Ostwest- 
richtung bei ihren Bauten festzulegen. Zu diesem Zwecke 
wurde ein SeU von der Länge 12 durch Knoten in die Teile 
3, 4, 5 geteilt. Wurde nun die Seite 3 in der Richtung der 
NordsüdHnie durch Pflöcke befestigt und das Seil ausgespannt, 
so gab die Seite 4 die gewünschte Senkrechte. Die Kenntnis 
dieses rechtwinkligen Dreieckes finden wir femer schon in 
alter Zeit bei den Indem, die sich einer ähnlichen Seilspannung 
bedienten, und bei den Chinesen. VieUeicht hatte diese Kenntnis 
Einfluß darauf, daß man die Meßkette gerade in 12 Einheiten 
teilte, um durch sie bequem rechte Winkel abzustecken. 

Der Weg des mathematischen Experimentes, auf 
dem man zur Kenntnis des pythagoreischen Lehrsatzes 
gelaugte, führte bei Betrachtung des gleichschenkligen 
rechtwinkligen Dreieckes zur Entdeckung des Irratio- 
nalen, der bedeutungsvollsten Errungenschaft der Pytha- 
goreer. Sie erkannten, daß bei zur Einheit komiuensumbler 
Kathete die Hypotenuse ziu* Einheit inkommensurabel, 
durch keine Zahl benennbar, daher ein „äQ^rjrov" und 
jyäXoyov** (ohne Yerhältnis) ist. Es entsprach also jeder 
Zahl eine Strecke, aber nicht jeder Strecke eine Zahl. 
Denn der Gedanke einer Irrationalzahl, die zur Einheit 
nicht einmal ein aussprechbares Yerhältnis hätte, lag den 
S'^j'echischen Jfa/iematikem ferne. Da sie aber die Trag- 
wejte dieser Entdeckung vollständig zu vmYÄS^^\i ^^^^^^t^xi^ 
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so widmeten sich die hervorragendsten Mathematiker 
(Demokrit, Archytas, Plato,Theätet, Eudoxus) dem Studium 
derselben. Welche Yorsicht sie dabei an den Tag 
legten, zeigt die Erzählung Piatos, sein Lehrer The- 

odorus habe bewiesen, daß /2, ys, ... bis /l? nicht 
in Zahlen angebbar sind. Theätet (um 390 v. Chr.) 
hat dann den Begriff des Irrationalen auch auf dritte 
Wurzeln ausgedehnt. 

Durch die Entdeckung des Irrationalen waren alle 
fiilheren Beweise über Flächenmessung, Ähnlichkeit usw. 
hinfällig geworden. Das 4. Jahrhundert widmete sich 
der methodischen Arbeit, die neuen Grundlagen festzu- 
stellen. A1& eigentlicher Schöpfer der wissenschaftlichen 
Proportionenlehre ist Eudoxus anzusehen. Durch dieses 
fortwährende Bestreben, alle Sätze auch auf die in- 
kommensurablen Größen auszudehnen, gestaltete sich 
die griechische Mathematik zur eigentlich exakten Wissen- 
schaft 

In Verbindung mit diesen Fragen steht die rationale 
Auflösung der Gleichung x^ -f y2 = z^. Die Pytha- 
goreer gingen dabei aus von einer ungeraden Zahl 
2 a -f- 1 als kleinerer Kathete ; dann ist die Hälfte des 
um 1 verminderten Quadrates 2 a'^ + 2 öc die größere 
Kathete. Diese um 1 vennehrt, gibt die Hypotenuse 
2a^-f2a + l. Natürlich mnfaßt diese Lösung nur 
einen kleinen Teil der überhaupt denkbaren Lösungen. 
Eine andere Eegel gab Plato, der von einer geraden 
Zahl 2 a als Kathete ausging. Wird vom Quadrate der 
halben Zahl 1 subtrahiert, so hat man die andere Kathete 
a^ — 1 , wird dagegen 1 addiert, die Hypotenuse a^ + 1 . 

Zur Auflösung quadratischer Gleichimgen bedienten 
sich diePythagoreer der sogenanntem FlSi5.\v<K^^sssks^^^ 
indem sie die in den Gleichwugeü a^s. = V- ^ ^^ — ^^ "=^^ 
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ax + x^ = b2 enthaltenen Aufgaben folgendermaßen aus- 
sprachen: An eine gegebene Strecke ein Eechteck so 
anzulegen (nagaßdileiv), daß es 1. gleich ist einem ge- 
gebenen Quadrate, daß es 2. ein gegebenes Quadrat um 
ein Quadrat übertrifft (vjieQßdXkei), daß ihm 3. noch 
ein Quadrat mangelt {iXXebiei\ um einem gegebenen 
Quadrate gleich zu sein. In bezug auf die zweite Auf- 
gabe, die hyperbolische Flächenanlegung, war ftir die 
Pythagoreer von besonderer Bedeutung die Teihmg 
einer Strecke a nach der Proportion a : x = x : (a — x), 
mittels der sie das regelmäßige Fünfeck erhielten. 
Dadurch gelangten sie auch zur Kenntnis des fünften 
regelmäßigen Körpers, des Dodekaeders. Die Konsti*uk- 
tion der fünf regelmäßigen Körper und ihreEinbeschreibung 
in die Kugel wird von den Alten als eine Hauptleistung 
der Pythagoreer gefeiert. 

Die Bezeichnung „goldener Schnitt" für die Teilung nach 
der Proportion a:x = x:(a — x) ist erst um die Mitte des 
19. Jahrh. aufgekommen, vermutlich im Anschlüsse an Keplers 
„Sectio divina". 

Daß die Pythagoreer der Konstruktion des regelmäßigen 
Fünfecks große Wichtigkeit beüegten, geht daraus hervor, 
daß sie dem Stemfünfeck, das aus den Diagonalen des regel- 
mäßigen Fünfecks besteht, dem sogenannten Pentagramm, 
mancherlei mystische Bedeutung zuschrieben und es zum Er- 
kennungszeichen ihres Bundes machten. 

Da nach platonischer Lehre die Elemente Feuer, Luft, 
"Wasser, Erde in ihren kleinsten Teilen die Form von Tetraedern, 
Oktaedern, Ikosaedem und Hexaedern haben, so heißen die 
regelmäßigen Körper auch kosmische oder platonische Körper. 

Mit Hippokrates von Chios, der die ersten Ele- 
mente der Geometrie verfaßte, erscheint die Planimetrie 
so ziemlich abgeschlossen. Nachdem die elementaren 
Sätze über die Lagen- und Größenbeziehungen der 
ebenen Figuren entwickelt waren, sucYi^ä Töasi ^aä ^kä 
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den Kreis und die Gebilde des Eaumes auszudehnen 
und stieß dabei besonders auf drei naheliegende Probleme, 
die bei scheinbarer Einfachheit unüberwindliche Schwierig- 
keiten darboten und daher für lange Zeit das allgemeine 
Interesse auch über die Fachkreise hinaus in Anspruch 
nahmen, die Quadratur des Kreises, die Dreitei- 
lung des Winkels und die Yerdoppelung des 
Würfels. Plato hatte die bis heute allgemein geltende 
Feststellung getroffen, daß zu den geometrischen Kon- 
struktionen nur der Gebrauch von Lineal und Zirkel 
gestattet sei. Wenn sich nun auch in diesem Sinne 
alle drei Probleme als milösbar erwiesen, so ist doch 
die Beschäftigung mit denselben die reiche Quelle neuer 
Erkenntnisse geworden. 

Wie erwähnt, begegnen wir schon im Handbuche 
des Ahmes einem Näherungswerte für das Verhältnis 
der Peripherie zum Durchmesser, ebenso bei den Baby- 
loniem. Doch sind wir über ihren Ursprung nicht 
minder im Dunkel wie über die Quadratur, die Anaxa- 
goras im Kerker konstruiert haben soll. Erst über 
die geistreichen Quadraturen halbmondförmiger Figuren, 
durch die Hippokrates von Chios den Weg zu bahnen 
suchte, besitzen wir sichere Kunde. Den richtigen 
Weg, der die Berechnung mit beliebiger Annäherung 
ermöglichte, betraten Antiphon und Bryson, indem 
sie den Flächeninhalt durch ein- und umgeschriebene 
Vielecke von immer wachsender Seitenzahl zu er- 
schöpfen (exhaurire) suchten. 

Auf diesem Wege fand später Archimedes 3j-J^<^ 
-< 34- . Die genauere Berechnung und die Frage nach dem eigent- 
lichen Charakter der Zahl n beschäftigten alle folgenden Zeiten. 
Erst 1882 fand da« viertausendjährige Pio\iV«a\.^««Ä^^i^^^'^=^'^s^ 
äurch den J^achweis, daß n nicht ^\3cct^ ^ydä-i ^'ajäowfi^scK^ 

Sturm, Geschichte der MathemaXiÖL. 
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Gleichung mit rationalen Koeffizienten sein könne, womit zu- 
gleich erwiesen ist, daß die Quadratur des Zirkels konstruktiv un- 
ausführbar ist unter alleiniger Anwendung von Zirkel und Lineal. 

An die Halbierung des Winkels schließt sich natur- 
gemäß das Problem seiner Dreiteilung. Dieses Problem 
führte zur Erfindung der ersten von der Kreislinie ver- 
schiedenen, nach Entstehung und Eigenschaften bestimmt 
definierten krummen Linie durch Hippias von Elis 
(420 V. Chr.). Diese Kurve wurde später von Dino- 
stratus (Ende des 4. Jahrh. v. Chr.) auch zur Qua- 
dratur des Kreises verwendet imd erhielt daher den 
Namen Quadratrix {rstQaycoviCovoa). Sie veranschau- 
licht deutlich das Wachstum dessen, was wir jetzt Kreis- 
funktionen nennen. Die endgültige Lösung der E^reis- 
teilungsgleichung, zu der die Trisektion führt, verdanken 
wir Gauß, der den Nachweis lieferte, daß durch eine 
endliche Anzahl von Operationen mit Zirkel und Lineal 
ein regelmäßiges n-Eck nur dann konstruiert werden 
kann, wenn n — 1 = 2p ist, wobei n eine Primzahl und 
p eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 

Wie die Probleme der Flächenanlegung die geo- 
metrische Form für die quadratischen Gleichungen sind, 
so ist die Frage nach der Verdoppelung oder überhaupt 
nach der Multiplikation des Würfels die stereometrische 
Form für die reine kubische Gleichung. Als man sah, 
mit welchem Erfolge Operationen mit ebenen Figiu^en 
auf die Lösung der Aufgaben angewendet werden 
konnten, die wir in Form quadratischer Gleichungen 
darstellen, lag es nahe, ähnliches mit Würfeln und 
ParaUelepipeden zu versuchen. Hippokrates führte 
das Problem zurück auf die Auffindung zweier mitt- 
lerer Proportionalen a:x = x:y = y:2a, woraus sich 

3/— 

er^jdt X = ay2. 
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Der Ursprung des Problems ist vom geheimnisvollen 
Schleier der Sage umwoben. Die Delier, von zahlreichen 
Unglücksfällen betroffen, wandten sich um Abhilfe an das 
Orakel in Delphi und erhielten den Auftrag, ihren würfel- 
förmigen Altar zu verdoppeln. Da ihnen die Erfüllung dieses 
Befehles nicht gelang, wandten sie sich an Plato, der seine 
Schüler beauftragte, sich mit dem Studium des Problems zu 
beschäftigen. 

Unter den älteren Lösungen dieser Aufgabe ist die 
rein stereometrische des Archytas hervorzuheben, bei 
der die erste Kurve doppelter Krümmung, die 
Durchdringungskurve eines Zylinders und eines Kegels, 
auftritt. Als reifste Frucht aber verdanken wir dem 
Delischen Problem die Entdeckung der Kegelschnitts- 
linien durch Menächmus, einen Schüler Piatos (Mitte 
des 4. Jahrh.). Aus a:x = x:y = y:b ergibt sicli 
x2 = ay, y2 = bx, daher erhält man die zwei mittleren 
Proportionalen als Koordinaten des Schnittpunktes zweier 
Parabeln; andererseits ist auch xy = ab, daher auch 
Parabel und Hyperbel zm* Lösung der Aufgabe dienten. 
Menächmus schnitt die Kegelfläche durch eine zu einer 
Seitenlinie normale Ebene. Je nachdem nun der Winkel 
an der Spitze des Achsenschnittes ein spitzer, rechter 
oder stumpfer war, erhielt er den Schnitt des vSpitz- 
winkligen Kegels (Ellipse), des rechtwinkligen Kegels 
(Parabel) und des stumpfwinkligen Kegels (Hyperbel). 

Aufgaben, die mittels Zirkel und Lineal nicht lösbar 
sind, wurden von den Griechen häufig auf eine E i n s c h i ab u n g 
zurückgeführt. Als Beispiel diene die Dreiteilung des Winkels 
AOC (Fig. 1). Man ziehe den Durchmesser AB und durch 
C eine Sekante, die den Kreis in E und den Durchmesser in 
D schneidet, derart daß ED = r, dem Kadius des Kreises, wird. 
Dann ist BE = ^ AC. Zieht man AF || CD, ferner die Radien 
OE und OF, so sieht man: < BOE = i FOE = J AOC. 
Die Konstruktion der Einschiebung \s\) TV'aXJÖLfÄ.OöL ^^ llx^'^ 
und Lineal nicht möghch , ist abet iüt yc^^^^*^^ T.^^^^ 
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leicht ausführbar, indem man auf einem Streifen r aufträgt 
und denselben durch gehen läßt, während ein Endpunkt D 
der Strecke r auf dem Durchmesser AB gleitet. Bei Be- 




Fig. 1. 

wegung des Streifens wird in einer gewissen Lage der andere 
Endpunkt von r auf den Kreis fallen und damit ist der Punkt E 
bestimmt. Es ist von Interesse, daß Viete (1593) diese 
Einschiebung seiner Lösung der Gleichungen 3. Grades im 
ineduziblen Falle zugrunde legte. 

In Verbindung mit der Lehre vom Irrationalen 
sehen v^ auch die ersten Infinitesimalbetrachtungen 
auftreten. Fragen über Stetigkeit und Unstetigkeit, im- 
begrenzte und begrenzte Teilbarkeit geometrischer Größen 
erregten den Streit der Philosophen. Am schärfsten 
treten uns die Schwierigkeiten, die der Unendlichkeits- 
begriff darbietet, entgegen in den Sophismen des Eleaten 
Zeno. Die Mathematiker umgingen diese Schwierigkeiten 
durch die sogenannte Exhaustionsmethode, die von 
Endo XUS ihre wissenschaftliche Vollendung erhielt. 

Das Schema dieser Methode ist folgendes. Es seien z. B. 
A und B zwei krummlinig begrenzte Flächen, die zu ver- 
gleichen sind. Zu diesem Zwecke sucht man für jede der 
zwei Flächen zwei Reihen von geradlinig begrenzten Flächen, 
(^e/n- und umgescbriehene Polygone), die eine bestehend aus 
^Jachen, die kleiner^ die andere aus E\äkß\xftu, öl\^ ^^^x «oA 
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als A, beziehungfsweise B. Es sei also Cm<A<Dii 



fifsweis 



Em <B <Fn "1 = 1, 2 ... . Die Reihen C^, Og, ... sind 

ferner so gewählt, daß zu jeder Fläche E Werte m n gehören 
derart, daiß sowohl Dn — Cm < E als auch Fn — Em < E . 
Ist nun für zwei bestimmte Werte von mn Dn^Em, be- 
ziehungsweise Fn^ Cm, so weiß man, daß A < B*, beziehungs- 
weise A ]> B. Ist aber, wie auch immer m n gewählt werden, 
stets Dn> Em und Fn <Cm, so ist A = B. Angenommen 
nämlich, es sei A > B so hat man A — B<Dn — Em. Da 
bei passender Wahl von mn Dii<Cm + E und Em>Fii 
— E>Cm — E, so folgt A — B<2E, mithin wegen der 
WiUkürlichkeit von E , A < B . Auf ähnliche Weise ergibt 
sich B<A, somit muß A = B sein. — Es ist eine Eigen- 
tümlichkeit der alten Mathematiker, allgemeine Methoden nicht 
anzugeben, ja sogar zu verbergen. So finden wir auch den 
allgemeinen Charakter der Exhaustionsmethode nirgends an- 
gedeutet, sondern sie wird von Fall zu Fall in vollster Breite 
angewendet. 

So entwickelte sich, die Geometrie als Träger einer all- 
gemeinen Größenlehre und es ist selbstverständlich, daß 
in den philosophischen Schulen eines Plato, Aristo- 
teles, Eudoxus auch die Methodik imd Philosophie 
dieser Wissenschaft nicht vernachlässigt wurden. Ent- 
sprechend den strengen Anforderungen der Dialektik ent- 
wickelte sich eine ausgebildete Terminologie, scharfe 
Begriffsbestimmungen, Unterscheidung zwischen analy- 
tischer und synthetischer Methode. Insbesondere wurde 
auch in der Akademie zuerst (durch Leon um 370) 
die Notwendigkeit des Diorismus hervorgehoben, d. h. 
der Untersuchung, ob und in welchen Fällen die Lösung 
einer Aufgabe überhaupt möglich sei. 

Plato kannte noch keine eigentliche Wissenschaft der 
Mathematik. Das Wort fxa&rjfiaxa umfaßte bei ihm noch 
alle wissenschaftlichen Lehrgegenstände. Et«»t> \^^\ »iJK^ ^^\.- 
patetikem bekam das allgemeine ^otV, ÖL\fe\i^^QrcA««t^^^^««5iMQ5\«, 
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die es fortan beibehielt, und umfaßte Logistik (Ileclienkimst) 
und Arithmetik, Planimetrie und Stereometrie, Musik und 
Astronomie. 

b) Blüteperiode. 

Nachdem die Mathematik durcli die emsige Arbeit 
dreier Jahrhunderte nach ihren verschiedenen Richtungen 
entwickelt und ausgebildet und den strengen Anforde- 
rungen der Dialektik gemäß in ihren Grundlagen ge- 
festigt worden war, gelangte sie im 3. Jahrhundert v. Chr. 
durch den Genius der drei größten Mathematiker des 
Altertums, Euklid, Archimedes und Apollonius, 
zur Blüte. 

Euklid von Alexandrien (um 300 v. Chr.) hatte 
seine Bildung in Athen erhalten bei den Schülern des 
Plato und Eudoxus, Archimedes und Apollonius 
hinwieder lernten in der euklidischen Schide. Die mit 
Euklid so glücklich inaugurierte alexandrinische 
Schule blieb durch neun Jahrhunderte, von Ptolemäus 
Soter bis zur arabischen Okkupation Ägyptens, maß- 
gebend nicht nur für die griechischen Länder, sondern 
auch für fremde Gegenden, besonders Indien. Archi- 
medes imd Apollonius gehörten ihr zwar nicht an, standen 
aber mit ihr in regem Verkehre. 

Das Hauptwerk Euklids sind die Elemente 
{oTOix€io) iu dreizehn Büchern. Es bringt auf Grund 
weniger hinreichender Yoraussetzimgen die Geometrie 
und in geometrischem Gewände auch die Arithmetik 
als ein zusammenhängendes Ganzes zur Darstellung. Die 
Hauptsache w^ar die Anordnung der Sätze, so daß jeder 
folgende lediglich durch vorangehende beweisbai* wurde. 
Obwolil der Verfasser dabei nur das rein dialektische 
Interesse im Auge hatte, ohne praktische oder päda- 
Sroß^ische Ziele zu veifolgen, so ergab ^ick ölo<A\ nc^tv ^^l^t 
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der große Torteil, daß man sich bei weiteren Entwick- 
lungen aiif sein Werk berufen imd stützen konnte. 
Proklus von Byzanz, ein Kommentator Euklids im 
5. Jahrhundert n. Chr., sagt: »Euklid ordnete vieles 
von Eudoxus Herrührende zu einem Ganzen, führte vieles 
von Theätet Begonnene zu Ende und stützte das von 
den Yorgängem nur leichthin Bewiesene auf unwider- 
legliche Beweise.* Was die Form der Darstellung an- 
belangt mit den berühmten Schlußformeln „was zu be- 
weisen war (ojieg edei äjioSeUaiy^ und „was zu kon- 
struieren war {o7i€Q SSei noirjoaif^ so läßt sich die 
Anknüpfung an altägyptische Yorbilder nicht verkennen. 
Schon früher waren Elemente geschrieben worden, sie 
gingen aber bald verloren, da Euklids Meisterwerk alle 
überflügelte. 

An der Spitze des Werkes stehen die Definitionen 
(pQoi)j Forderungen (ahijjuard) und Grundsätze oder 
Axiome (xoival eyvoiai). Das erste Buch enthält die 
Eigenschaften und die Kongruenz der Dreiecke, die 
Lehre von den Parallelen, Parallelogranunen und von 
der Flächengleichheit. Den Schluß bildet der pytha- 
goreische Lehrsatz. Im Anschlüsse daran lehrt das 
zweite Buch ein Quadrat als Summe oder Differenz von 
Quadraten und Rechtecken in der verschiedensten Weise 
zusammenzusetzen, schließlich jede geradlinige Figur in 
ein Quadrat zu verwandeln. Demnach hat dieses Buch 
auch eine arithmetische Bedeutung. Es lehrt nämlich 
die Multiplikation von Polynomien, wobei nach griechi- 
schem Brauche Strecken die Stelle unserer allgemeinen 
Zahlen vertreten, ferner die Auflösung der Gleichung 
x2 -[- ax = a^, von der natürlich nur die positive Wurzel 
anerkannt wird. Das dritte Buch behandelt den Kreia^ 
das vierte Buch die dem Kxciae ^\w- \\\\^ x^c^^^'s.ööxv^'^össö. 
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Yielecke, besonders die regelmäßigen, darunter auch 
das Fünfeck. Der wesentliche Inhalt dieser vier Bücher, 
welche die Gleichheit von Strecken und Flächen nach 
allen Richtungen behandeln, stammt bereits aus der 
vorplatonischen Zeit. 

Nunmehr kommt die Ungleichheit in Betracht, so- 
weit sie meßbar ist, und zwar ist diese Messimg eine 
zweifache, eine geometrische imd arithmetische, und 
beruht auf der Lehre von den Proportionen, die im 
fünften Buche behandelt wird. Um der Schwierigkeit 
zu entgehen, Kommensurables und Inkommensurables 
zu trennen, werden nur Streckenverhältnisse behandelt. 
Dieses Buch stammt von Eudoxus. Wir finden darin 
das erste Beispiel für das Schaffen eines abstrakten 
Größensystems in der "Weise, die man im 19. Jahr- 
hundert wieder erfunden hat. Der für kommensurable 
Strecken definierte Begriff des Verhältnisses wird auf 
inkommensurable Strecken ausgedehnt nach dem Grund- 
satze der Permanenz der Gesetze. Das Ansehen Euklids 
war so groß, daß man noch im 17. Jahrhundert an den 
Verhältnissen und Proportionen festhielt, obwohl sie 
seit Einführung der Irrationalzahlen überflüssig ge- 
worden waren. 

Das sechste Buch handelt von der Ähnlichkeit der 
ebenen Figuren. Hier finden wir die erste Maximum- 
aufgabe. Dieselbe besagt nach unserer Schreibweise, 

X (a — x) werde ein Maximum für x = — . Auch die 

Lösimg der Gleichungen x(a — x) = b^ und x(a + x) = b^ 
wird durch Flächenanlegung ausgeführt. Dieses Buch 
stammt aus der Schule der Pythagoreer. Ebenso 
das 7., 8. und 9. Buch, die Zahlentheorie, d. h. Eigen- 
0cbalten der ganzen Zahlen als ao\e\vet \ift\iaxi<5ÄlcL. 
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Wir finden hier die Sätze über gemeinsames Maß und 
Yiel&udies, Zahlenproportionen, Primzahlen, aber auch 
Beiträge zur praktischen Arithmetik, z. B. die Ketten- 
division, die Summierung der geometrischen Eeihe. 

Das 10. Buch, zum Teile auf Theätet fußend, ent- 
hält die Lehre vom Irrationalen. Es bringt die allge- 
meine Theorie von Ausdrücken der Form f a + /b und 
ist ein unvergängüches Denkmal griechischen Scharf- 
sinnes. 

Das 11. Buch behandelt die Lage von Geraden und 
Ebenen im Baume, das 12. Buch enthält die Sätze 
über das Yolumen des Prisma, der Pyramide, des Zylin- 
ders, des Kegels und der Kugel, aber nirgends eine 
wirkliche Berechnung, das 13. Buch endlich handelt 
über die der Kugel eingeschriebenen Körper und schließt 
mit dem Satze, daß es nur fünf regelmäßige Körper gibt. 

Das Ansehen und die Bewunderung, die dieses klassische 
Meisterwerk als Muster strengster Konsequenz und exaktester 
Durchführung verdient, haben sich trotz mancher Gegner, 
die ihm zu keiner Zeit fehlten (z. B. die Cyniker, Petrus 
Ramus, Schopenhauer), ungeschwächt erhalten und kein Buch, 
die Bibel ausgenommen, erlebte so viele Ausgaben und Über- 
setzungen, sowie auch kein anderes mathematisches Werk 
einen solchen Einfluß auf das Geistesleben der Menschheit 
ausübte. 

Besondere Hervorhebung verdient die 5. Forderung (nach 
anderer Zählung das 11. Axiom), die verlangt, daß man zugebe, 
daß zwei Gerade sich auf der Seite schneiden, auf der die 
Summe der inneren Anwinkel kleiner als 2 R ist. Gegen diese 
Forderung erhob man zu allen Zeiten Bedenken und suchte 
sie durch einen beweisbaren Satz zu beseitigen, bis man endlich 
im 19. Jahrhundert erkannte, daß ein Beweis nicht möglich 
sei, denn die Euklidische Raumform sei eine zufällige und die 
nicht-euklidischen Geometrien, die auf diese Forderung ver- 
zichten, seien logisch gleichberechtigt. Nicht auf dem We^e 
der Spekulation über dieEu\LM\ac\ieiTL^w^«t>ÖL^"^^^^^^^ 
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dem praktischen Wege der Verallgemeinerung der Euklidischen 
Geometrie gelangte die moderne projektivische Greometrie, 
deren Begründer Desargues (1639) ist, zu gleichem Ergebnisse, 
indem sie durch Einführung des uneigentlichen Punktes den 
Unterschied zwischen schneidenden und nichtschneidenden 
Geraden aufhob. Da bei Projektion- eigentliche und uneigent- 
liche Punkte ineinander übergehen, so wurden die bei be- 
liebigen Projektionen bleibenden projekti vischen Eigenschaften 
als unabhängig vom Parallelenaxiom erkannt. Zu gleichem 
Resultate kam auch die Geometrie der Lage. 

Die meisten Ausgaben der Elemente enthalten 15 Bücher. 
Das 14. ist eine tüchtige Arbeit desHypsikles (um 150 v. 
Ch. in Alexandrien) über die regelmäßigen Körper, das 15. 
eine unbedeutende Leistung aus dem 6. Jahrhunderte n. Ch. 

An die Elemente schließt sich eine andere Schrift 
Euklids an, die Daten {dsdojueva)^ in denen gezeigt 
wird, daß, wenn gewisse Dinge gegeben sind, andere 
mitgegeben sind; z. B. wenn die Winkel eines Drei- 
eckes der (Jröße nach gegeben sind, so ist das Drei- 
eck der Art nach gegeben. Der Inhalt geht über die 
Elemente nicht hinaus, wenn auch nicht alles dort 
enthalten ist. Hier finden wir auch die geometrische 
Lösung des Gleichungssystems xy = b2, xljly==a, 
also der Gleichimg x^ ip b^ = ax. Bezugnehmend auf 
die im 6. Buche der Elemente behandelten Aufgaben 
können wir also sagen, daß hier auch noch der letzte 
Fall der quadratischen Gleichung x^ -|- b^ = ax behan- 
delt ist. Somit war Euklid imstande, jede quadratische 
Gleichung, die überhaupt reelle Wm-zeln hat, aufzidösen, 
und es ist höchst wahrscheinlich, daß diese Aufgaben 
für ihn nicht bloß zusammenhangslose geometrische 
Probleme waren, sondern daß er das volle Bewußtsein 
dieses algebraischen Zusammenhanges besaß, denn nur 
so Jäßt sich die Entstehung des 10. Buches der Ele- 
mente erklären. 
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Den Daten der Form nach verwandt, dem Inhalte 
nach aber viel bedeutsamer sind die Porismen, von 
denen jedoch nur einzelne Proben erhalten sind. Stellen 
die Daten Übungsaufgaben zur Auffrischung der Elemente 
dar, 80 sind die Porismen Anwendungen derselben von 
selbständigem Werte. Als Beispiel für ein einfaches 
Porisma diene folgendes: An den Satz: „Wenn ein 
Kreis gegeben ist, ist auch sein Mittelpunkt gegeben" 
knüpft sich mit Notwendigkeit die Aufgabe, die Konstruk- 
tion zu finden, durch die man den Mittelpunkt wirklich 
erhält Yon besonderem Interesse sind mehrere Sätze 
über Transversalen und Punktreihen, welche die Grund- 
lage für die metrische Behandlung der projektivischen 
Geometrie abgeben, z. B.: Schneiden die Seiten eines 
vollständigen Vierseits sich in 6 Punkten, von denen 
drei in einer Geraden liegende gegeben sind, und sind 
von den übrigen Punkten zwei der Bedingung unter- 
worfen, je auf einer Geraden zu bleiben, so wird auch 
der letzte Punkt eine Gerade zum geometrischen Orte 
haben, die aus den vorhandenen Angaben bestimmt 
werden kann. Durch die Behandlung derartiger Orts- 
probleme schließen sich die Porismen dem Inhalte nach 
an eine andere verlorene Schrift Euklids an: „Über 
Oberflächenörter", vermutlich über Kurven auf Zylinder- 
und Kegelflächen. Yerloren sind femer die vier Bücher 
über Kegelschnitte. Dagegen hat sich eine Abhandlung 
über Teilung der Figuren größtenteils erhalten. 
Schließlich sei noch erwähnt, daß eine astronomische 
Schrift Euklids, betitelt „Phaenomena", eine Sphärik 
enthält, d. h. stereometrische Sätze über die Kugel, von 
denen allerdings manche sich schon kurz vor Euklid 
bei dem Astronomen Autolykus von Pitane finden. 

Archimedes von Syra^us» ^^'^'l — ^V^ "v^"^ ^^ 
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größte Mathematiker des Altertums. In der „Kreis 
messung" findet er 3^ <7t <3^, In der AI 
handlung „über die Schneckenlinien" haben wir di 
ganze Theorie der transzendenten Archimedischen Spiral 
Q = q) . Konst. Ferner besitzen wir von Archimede 
eine „Qnadratur der Parabel", eine Schrift, betite] 
„Über Kugel und Zylinder". In letzterer berechnet e 
Oberfläche und Yolumen der Kugel durch Vergleiche 
mit dem umgeschriebenen Zylinder. Ein anderes sterec 
metrisches "Werk ist „Über Konoide und Sphäroide' 
Darin behandelt Archimedes die durch Umdrehung eine 
Kegelschnittes um eine seiner Hauptachsen entstehende 
Körper, die rechtwinkligen Konoide (Ümdrehungs-Para 
boloide), die stumpfwinkligen Konoide (einmantelige Um 
drehungs-Hyperboloide), längliche und breite Sphäroid 
(Ümdrehungs-Ellipsoide um die große und kleine Achse] 
er bestimmt die ebenen Schnitte und das Yolumen vo 
Abschnitten dieser Körper. (Hier finden wir auch di 
Quadratur der Ellipse). 

In allen diesen Untersuchungen bewundern wir die mi 
höchstem Geschicke angewendete Exhaustionsmethod< 
Nicht selten treten konvergente unendliche Keihen auf, z. I 
in der Quadratur der Parabel die Keihe 1 + ^ + tV H 
. . . . = ^. Überhaupt weiß Archimedes Ausdrücke aus 

c 

zuwerten, die uns imter den Formen j xdx = ^ c 

c o 

J x2 d X = ^ c^ und ähnlichen geläufig sind. 

o 

In der Schrift „Über Kugel imd Zylinder" komn 

die Aufgabe vor, eine Kugel durch eine Ebene derau 

zu schneiden, daß die Yolumina der beiden Kugelal 

schnitte in gegebenem Yerhältnisse stehen. Die sie 

ej^edende Gleichung x^ — ax^ -f b^ c = o hat Archimede 
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auf die Bedingungen ihrer Lösbarkeit geprüft und mit 
größter Wahrscheinlichkeit auch gelöst. 

Yielleicht beschäftigte sich Archimedes auch schon 
mit der sogenannten Feilschen Gleichung x^ — ay2= 1. 
Wenigstens fOhrt das Khiderproblem, das die Berechnung 
einer Anzahl von Eindem, die Sizilien enthält, aus 
einigen sehr komplizierten Angaben fordert, zur Gleichung 
X« — 2-3. 7. 11 -29.35372 = 1, die in ganzen Zahlen zu 
lösen ist. SoUte auch die Aufgabe nicht von Archimedes 
stammen, so ist doch nicht zu zweifeln, daß er sie 
hätte lösen können. 

In den Werken des Archimedes treffen wir zum 
ersten Male Ergebnisse praktischen Kechnens. Die 
Ausbildung der Mathematik in den idealistischen Schulen 
der Pythagoreer imd Platoniker erklärt die ängstliche 
Sorgfadt, mit der . die besondere Arithmetik, die Logistik, 
von der Arithmetik (Zahlentheorie und Algebra) getrennt 
wurde, ebenso, ja in noch höherem Grade, als man die 
Geodäsie von der Geometrie schied. Daher blieb das 
Zahlenrechnen der Griechen hinter ihren sonstigen mathe- 
matischen Leistungen zurück. Nicht als ob Logistik 
und Geodäsie gering geachtet worden wären, aber sie 
entbehrten des wissenschaftlichen Charakters. 

Das älteste griechische Rechnen bediente sich wie 
das ägyptische der Finger und des Rechenbrettes. 
Durch gewisse Fingerstellungen wurden Zahlen fest- 
gehalten, um das Gedächtnis zu unterstützen. Auf dem 
Rechenbrette (Abakus, Staubbrett) wiu-de mit Steinen 
oder verschiebbaren Knöpfen operiert, die in verschiedenen 
Reihen verschiedenen SteUimgswert besaßen. Das Rechnen 
auf dem Papiere kam erst in der alexandrinischen Zeit 
mehr in Übung. Addition und Subtraktion fanden in 
der auch bei uns üblichen Wem %\a\)t. T^\<^^^^ÄSl«:'§Ss2is^ss^ 
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wurde, entsprechend der griechischen Zahlenschreibimg, 
so ausgeführt, daß jedes Glied des einen Polynoms mit 
jedem Gliede des anderen multipliziert wurde. Über 
die Methode der Division sind wir nicht genügend unter- 
richtet. "Was das "Wurzelausziehen anbelangt, so kamen 
höhere als dritte "Wurzeln jedenfalls nur ausnahmsweise 
in Betracht. Häufig wurde die "Wurzel durch Probieren 
oder geometrische Konstruktion gefunden. Doch waren 
Archimedes und auch spätere Mathematiker im Besitze 
eigener Algoritmen des "Wurzelausziehens mit guter 
Annäherung. Aber es ist bisher nicht vollständig ge- 
lungen, ihre Yerfahnmgsweise aufzudecken. 

Zur praktischen Arithmetik können wir auch eine 
Vertiefung des dekadischen Zahlensystems rechnen, die 
Archimedes in der „Sandrechnung'^ lieferte. Es soll 
nämlich eine Zahl angegeben werden, größer als die 
Anzahl der Sandkörner, die eine Kugel enthält, deren 
Radius gleich der Entfernung des Erdmittelpunktes vom 
Fixstemhimmel ist. Archimedes faßt zu diesem Zwecke 
je acht aufeinanderfolgende Rangstufen in eine Oktade 
zusammen. Die Einheit der 2. Oktade ist also 100 000 000, 
die der dritten Eins mit 16 Nullen usw. 100 Millionen 
solcher Oktaden büden die erste Periode usw. Man sieht 
in dieser Aufgabe mit Recht die arithmetische Ergänzung 
der Exhaustionsmethode. Dem Unendlichkleinen nahezu 
zusammenfallender Raumgebilde wird das ünendlichgroße 
der alle Grenzen übersteigenden Zahl entgegengesetzt; 
imi beide dreht sich die ganze Infinitesimalrechnung. 
Das Hauptwerk des Apollonius vonPerga (zwischen 
250 und 200 in Alexandrien, später in Pergamum), 
des „großen Geometers", sind die acht Bücher Kegel- 
ßchnitte (xcovixd). Li diesem Werke ist alles von älteren 
Schriftstellern, Yon Menäohmus, AT\aVäk.MLB» (A\mB20^^ 
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Euklid 11. a. Herrührende mit einer Fülle eigener Ent- 
deckungen zu einem Ganzen verarbeitet. Apollonius 
erkannte, daß man alle Kegelschnitte auf einem imd 
demselben geraden oder schiefen Kegel erhalte. Femer 
wußte er, daß die Kurven, zu denen man durch üm- 
kehrung der schon wiederholt erwähnten Flächen- 
anlegungen (der Parabole, Hyperbole und Elleipsis) 
gelangt, mit den Kegelschnittslinien identisch sind, d. h. 
er kannte jene Eigenschaften dieser Kurven, die wir heute 
aus deren Scheitelgleichungen herauszulesen gewohnt 
sind. Es treten uns in seiner Behandlung koordinaten- 
ähnliche Streckenscharen entgegen, doch sind sie un- 
trennbar von der betreffenden Figur und keineswegs 
allgemeine Hilfslinien. 

Das 1. Buch behandelt die allgemeinen Eigenschaften 
der Kurven zweiter Ordnung, das 2. Buch die Asymptoten 
der Hyperbel, dann die Durchmesser und Tangenten 
der Kegelschnitte überhaupt, das 3. Buch die Sekanten 
und Brennpunkte. Hier kommt auch die Erzeugung 
eines Kegelschnittes durch zwei solche Strahlenbüschel 
vor, die wir jetzt als projektivische bezeichnen. Das 
4. Buch behandelt die Durchdringimgen und Berühnuigen 
zweier Kegelschnitte. Das 5. Buch ist das bedeutendste. 
Es enthält die Aufgabe, wie und wie viele Normale 
von einem gegebenen Punkte aus an einen Kegelschnitt 
gezogen werden können, unsere moderne Theorie des 
Krümmungsmittelpunktes und der Evoluten. Das 
6. Buch handelt über gleiche und ähnliche Kegelschnitte, 
das 7. Buch über Komplementarsehnen und 'konjugierte 
Durchmesser. Das 8., verloren gegangene Buch scheint 
bestimmte Aufgaben enthalten zu haben. 

Man nannte die Kegelschnittslinien köt^^xW^V^^ <5stvjst 
im Geß^enBätze zu den ebeneiv Öt\.etxi VJLx^\^ ^w^^ ^^"^^^ 
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alle anderen Kurven hießen lineare Örter, sowie man auch 
die Aufgaben in ebene, körperliche und lineare einteilte. 

Yiele andere Schriften des Apollonius sind ver- 
loren gegangen; erhalten sind nur zwei Bücher über 
den Yerhältnisschnitt. Es sind auf zwei festen Geraden 
zwei feste Punkte A und B gegeben. Es soll nun durch 
einen gegebenen Punkt außerhalb dieser Geraden eine 
Gerade gezogen werden, die die beiden gegebenen in 
Punkten C und D schneidet, so daß AC : BD einen be- 
stimmten Wert hat. 

In der Schrift „Über Berührungen" war die bekannte 
„Berührungsaufgabe des Apollonius'' enthalten, d. h. die Auf- 
gabe, einen Kreis zu zeichnen, der drei Bedingungen genüge, 
deren jede darin bestehen kann, durch einen gegebenen Punkt 
zu gehen oder einen gegebenen Kreis zu beiühren. 

In die Zeit der großen Mathematiker fällt auch die 
Wirksamkeit des berühmten Gelehrten Eratosthenes 
(276—194), der auf mathematischem Gebiete bekannt 
ist durch seine Siebmethode, die durch zwei Jahrtausende 
das einzige Yerfahren blieb, um die Primzahlen nach- 
einander aufzufinden. Er erfand auch einen sinnreichen 
Apparat zur Darstellung zweier mittlerer Proportionalen. 
Berühmt ist seine Gradmessung, die erste, von der die 
Geschichte Kunde gibt, — nach geometrisch richtiger 
Methode. 

Er bemerkte, daß ein Brunnenschacht in Syene (dem 
heutigen Assuan) am längsten Tage bis auf seinen Boden von 
der Sonne beschienen werde, daß sie also in dieser Zeit im 
Zenith stehe. Er maß nun die Zenithdistanz der Sonne in 
Alexandrien am Solstitialtage und fand sie gleich 7® 12'. Da 
nach seiner Annahme die beiden Orte in gleichem Meridian 
liegen und 5000 Stadien voneinander entfernt sind, so schloß 
er: So oft T 12' in 360« enthalten sind (d. i. 50 mal), ebenso 
oft ist der Bogen 5000 Stadien im Erdumfang enthalten, d. h. 
äer Meiidianumf&ng beträgt 5000XW=^^W^ ^W\\^w. 
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c) Nachklassische Periode. 

Nach Ablauf des 3. Jahrhundei^ts v. Ch. hatte die 
jrieohische Mathematik ihren Höhepunkt überschritten, 
ind wenn es auch in der Folgezeit keineswegs an 
jedeutenden Mathematikern fehlte, so mangelte doch die 
[Jniversalität, die die klassische Periode auszeichnete, 
ind die Fortschritte bezogen sich mein' auf Spezialgebiete, 
[nsbesondere im Anschlüsse an die aufstrebende Astro- 
lomie gelangte die arithmetische Seite unserer Wissen- 
jchaft, die in der klassischen Zeit wenig Beachtung ge- 
hinden hatte, zu immer größerer Ausbildung, erwuchs 
iie Trigonometrie zu einer selbständigen Disziplin 
md machte die Geometrie der Kugel bedeutende Fort- 
schritte. Die eigentliche und keineswegs unwürdige 
Fortsetzung der klassischen Geometrie aber bildet die 
Cheorie der höheren Kurven, die nach dem Beispiele 
les Archimedes eifrig gepflegt wurde. 

Höchst wahrscheinlich fällt in das 2. Jahrhundert 
j. Ch. die Lebenszeit zweier Mathematiker, - die zur 
[jösung des delischen Problems imd der Trisektion 
jigene Kurven ersannen, Nikomedes imd Diokles. 
Brsterem verdanken wir die Konchoide (Muschellinie), 
etzterem die Cissoide (Efeulinie). Die Konchoide ist 
ler geometrische Ort der Endpunkte aller gleichen Strecken, 
iie von den Schnittpunkten eines ebenen Strahlenbüschels 
nit einer Transversalen auf den einzelnen Strahlen abge- 
iragen werden. 

Die Gleichung dieser Kurve ist (x* 4- y*) (x — a)^ = b^ x*. 
st die Leitlinie ein Kreis und der Pol innerhalb desselben, so erhält 
fian die Kreiskonchoide, dieRoberval (1602 — 1675) „limagoa 
[e Pascal'^ nannte. Ist die Leitlinie eine Ellipse, Parabel 
»der Hyperbel, so entstehen elliptische, parabolische und hyper- 
»lische Konchoiden. Da Nikomedes auch eviiÄ\s. ^^^'«.'^ ^- 
'^okd, die Konchoide in einem Zuge i2\ \LWÄ\jrQÄKt^Tv.^ ^a'^^^» 

Sturm, Geschichte der MatbemaWk. ^ 
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nach dem Ej*eis und der Geraden die älteste Linie, von deren 
mechanischer Konstruktion wir unterrichtet sind. 

Die Gleichung der Cissoide ist (x* + y') x — ay' = o; sie 
ist noch heute ein beliebtes Beispiel der Anwendung der 
Differential- und Integralrechnung auf Geometrie. 

Ein dritter derselben Zeit angehöriger Geometer ist 
Perseus, der Erfinder der spirischen Linien. Eine 
Spire (Wulst) ist ein ringförmiger Ko'tationskörper, der 
dadurch entsteht, daß ein Kreis vom Kadius r um eine 
in seiner Ebene liegende Achse rotiert. Man hat drei 
Fälle, je nachdem der Abstand der Achse vom Mittel- 
punkt e^r. Durch Schnitte parallel zui* Achse erhält 
man die spirischen Linien. 

Die schleifenförmige Spire hieß Hippopede (Pferdefessel) 
und wurde schon von Eudoxus behandelt. Xenophon be- 
schreibt sie als diejenige Art des Laufes, die beide Seiten 
des Pferdes gleichmäßig ausbilde (Achterreiten). Sie ist 
wahrscheinlich identisch mit unserer Lemniskate. 

Ein Mathematiker von hervorragender Bedeutung 
war Heron von Alexandrien (wahrscheinlich um 100 
V. Chr.), der Vertreter der praktischen technischen Geo- 
metrie. Die zahlreichen unter seinem Namen erhaltenen 
geometrischen Abhandlungen verschiedenartigen Inhalts 
bildeten wahrscheinlich ursprünglich die Teile eines 
großen geodätischen Werkes, dessen Zweck war, die 
aus altägyptischer Tradition stammenden mangelhaften 
Voi-schiiften zu verdrängen und diu-ch genauere, aber 
noch immer für das praktische Eechnen bequeme Eegeln 
zu ersetzen. Dieses große Werk zerfiel dann vermut- 
lich unter den Händen der Abschreiber und Abkürzer 
in einzelne Abhandlungen, Geometrie, Geodäsie, Stereo- 
liietriey Ausmessungen, Buch des Landbaues, über die 
JXoptin (ein /eidmesserisches InstnxmöxiV., ^^t Keim 
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unseres Theodoliten). In der letzteren Schrift finden 
wir die mit hoher Eleganz gegebene Ableitung der 
Heronschen Formel zur Berechnung der Dreiecksfläche 
aus den drei Seiten. 

Da sich Heron niemals mit der theoretischen Ent- 
wicklung begnügt, sondern stets von der wissenschaft- 
lichen Grundlage zur praktischen Anwendung fort- 
schreitet, so darf es nicht wimdernehmen , daß er 
auch der Yertreter einer entwickelten Rechen kmist bis 
zur Ausziehimg von Quadratwurzeln, der Yertreter einer 
eigentlichen Algebra bis zur Auflösung der unreinen 
quadratischen Gleichungen ist, soweit von einer solchen 
ohne Anwendung symbolischer Zeichen die Rede sein 
kann. Es ist für seinen Standpmikt kennzeichnend, daß 
er gelegentlich Kreisfläche, Peripherie und Durchmesser, 
also eine Fläche und zwei Längen zu einer Summe 
vereinigt. Das ist nur denkbar, wenn er dabei auf 
ganz algebraischem Boden stand. Von Heron steht es 
auch fest, daß er die Gleichimg ax^ -j- bx = c als Rechen- 
aufgabe betrachtete, wenn man schon diese Kenntnis 
Euklid und Archimedes nicht zugestehen sollte. Er setzte 

(ax + |-)'=.ac+(-^)', 

b 



woraus 



i- 



ac4- 
x = 




gefolgert wm\le, nachdem man schon im Anfange a, b, c 
ganzzahlig dargestellt hatte. 

Seit dem Alexanderzuge waren die Griechen näher 
mit der chaldäischen Astronomie bekannt geworden. 
Die Teilung des Kreises in 360^ treffen wir zuerst bei 
Hypsikles (etwa 180 n. CVä."^ xssA ^^^;ös\ö. "«s^Nässw 
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in der sphärischen Geometrie und Trigonometrie aus- 
schließlich das Sexagesimalsystem zur Anwendmig. 
Als den eigentlichen Erfinder der Sehnenrechnung und 
der sphärischen Trigonometrie haben wir Hipparch 
zu nennen, der zwischen 161 und 146 v. Chr. astro- 
nomische Beobachtungen anstellte. Die Kugelgeometrie 
bereicherte er durch die stereographische Projektion, 
indem er die Himmelskugel von einem Pol aus auf ihre 
Äquatorebene abbildete. 

Der Begründer der Goniometrie ist Heron, der 

n 180^, 

—cot für n= 1, 2, 3, 12 numerisch berechnete. 

4 n 

Um die Mitte des 1. Jahrhunderts v. Chr. verfaßte 
Theodosius ein Lehrbuch der Sphärik in engem An- 
schlüsse an Autolykus und Euklid. Weit bedeutender 
ist das gleichnamige Werk des Menelaus von Alexan- 
drien (um 98 n. Chr.), eine Art sphärischer Trigono- 
metrie. Hier finden wir den Satz für das sphärische 
Dreieck: a + b + c<14R, a + ß + y'^2B>, ferner die 
Kongruenzsätze für sphärische und ebene Dreiecke und 
die Sätze über Transversalen im Dreiecke, die man jetzt 
als „Sätze des Menelaus" zu bezeichnen pflegt. (Satz 
von den 6 Größen, regula sex quantitatum.) Seine sechs 
Bücher der Sehnenberechnung sind zwar verloren ge- 
gangen, hatten aber großen Einfluß auf IQaudius Ptole- 
mäus (um 140 n. Chr.), der das vollendete, was 
Hipparch und Menelaus begonnen hatten. Er schuf fiu- 
den astronomischen Gebrauch eine Trigonometrie von 
so vollendeter Form, daß sie weit über ein Jahrtausend 
nicht übeit)oteu wurde. Sie findet sich vereinigt mit 
seinem astronomischen Lehrgebäude in den 13 Büchern 
der „Großen ^zisammenstellung {/nsydlrj ovvra^igy^ die 
S^wöhnJiGh Almagoat genannt wird. 
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Im 9. Kapitel des 1, Buches finden wir die 
griechische Goniometrie. Ptolemäus teilt den Durch- 
messer des Kreises in 120 gleiche Teile und setzt dann 
die Teilung sexagesimal fort. 

Die erste Unterabteilung hieß in den lateinischen Über- 
setzungen partes minutae primae, die zweite partes minutae 
secundae. So entstanden die Bezeichnungen „Minuten" und 
„Sekunden". 

Er gibt nun in der Sehnentafel für aUe Winkel von 
^/g^ zu ^2^ ^^ ^^^ ^® zugehörigen Sehnen in Teilen 
des Durchmessers an, indem er zuerst höchst sinnreich 
und elegant die Sehne von ^/g^ berechnet, dann die 
leicht zu findenden Sehnen von 120 », 90 o, 72^, 60 «, 
30^ imd schließlich mittels des nach ihm benannten 
ptolemäischen Lehrsatzes die übrigen Sehnen. Die 
ebene Trigonometrie findet übrigens keine systematische 
Behandlung, sondern nm* insoweit sie in den Sehnen- 
tafeln und den damit zusammenhängenden Sätzen ein 
Hilfsmittel zu den in der Sphäi*ik nötigen Berechnungen 
liefert. Dagegen enthält das 11. Kapitel des I.Buches 
eine vollständige Trigonometrie des rechtwinkligen 
Kugeldreiecks, für das mit Hilfe des Transversalensatzes 
von Menelaus folgende Gleichungen hergeleitet werden: 
cos c = cosa • cos b, sin a = sin öic • sin c, cos a sin b sin oc 
= cos oc sin a, cos b sin c cos ä = sin b cos c. Bemerkens- 
wert ist, daß Ptolemäus füi* ji eine bessere Annäherung 
kennt, als Archimedes, nämlich 7i = 3»8»30, d. h. 
^ = 3^^-g^ = 3-,V^ = 3,141666... 

Anknüpfend an alte Traditionen entwickelte um 
diese Zeit die Schule der Neupythagoreer eine 
rege arithmetisch-algebi'aische Tätigkeit. Besonders er- 
wähnenswert ist des Nikomachus von G^rasa (um 
100 n. Chr.) „Einleitung iiv di^ k\\V\\HÄNQj^' . ^^Nsää^^^ 
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kann man sagen, in diesem Werke besonders die arith- 
metische Seite des Euklid aus nnd hat daher mit einem 
gewissen Rechte den Namen des „Elementenschreibers 
der Arithmetik" erhalten. Er behandelt mehr die Zalilen 
für sich, ohne geometrische Yorstellimg; namentlich gibt 
er auch eine geschickte und vollständige Theorie der 
Polygonalzahlen, deren allgemein e Definition übrigens 
schon Hypsikles kannte. 

Derselben Schule gehörte Theon von Smyma (um 
130 n. Chr.) an, der in seinem mathematischen Werke 
das lehren wollte, was zum Studimn Piatos notwendig 
war. Yon besonderem Interesse sind hier die ins Ge- 
biet der unbestimmten Analytik gehörigen Eekursions- 
formeln für die Seiten- und Diametralzahlen d^ — 2 a^ + 1? 
die zur Annahme nötigen, die Griechen seien der Sache 

nach mit der Kettenbruchentwicklung von j^ bekannt 
gewesen. 

Ihren Höhepimkt erreichte die griechische Arith- 
metik und Algebra mit Diophantus von Alexandrien 
(zwischen 250 imd 380 n. Chr.), dessen Hauptwerk den 
Titel „Arithmetisches (*AQi&iur]rixdy^ fühi*t. Man kann 
in der Entwicklung der Algebra drei Stufen unter- 
scheiden, die rhetorische, die synkopierte und die sym- 
bolische. Auf der ersten Stufe werden alle Rechnungen 
durch Worte ohne Benützung von Zeichen dargestellt. 
Dagegen bedient sich die zweite Stufe schon ab- 
kürzender Bezeichnungen für häufig gebrauchte Aus- 
drücke, ohne sie jedoch dem Satzbau zu entziehen. 
Der bedeutendste und in der älteren Literatm' einzige 
Vertreter dieser Stufe ist Diophant. Er hat Abkürzungen 
für die Potenzen der Unbekannten bis zur sechsten, für 
dre Subtraktion, die Gleichheit usw. 

-ß^ö von Diophant behandelten AoigaJoevi ^m^ \fö\\^ 
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bestimmte, teils unbestimmte. Erstere betreffen ölei- 
chmigen des ersten und zweiten Grades und einen 
Spezialfall einer kubischen Gleichung. Diophant teilt 
aber die Gleichungen nicht nach ihrem Grade ein, 
sondern nach der Anzahl der Glieder. Durch äußerst 
geschickte Kunstgriffe weiß er meistens mit einer Un- 
bekannten auszukommen. 

Was die unbestimmte Analytik betrifft, so finden 
wir zwar schon bei den Pythagoreem, bei Archimedes, 
Heron, Theon von Sniyrna vereinzelte Beispiele, aber 
Diophant überragt sie weit durch seine Meisterschaft 
und rein algebraische Behandlung. Dabei darf man 
jedoch durchaus keine allgemeinen Methoden erwarten, 
sondern jeder Einzelfall wird für sich behandelt, frei- 
lich ganz virtuos und entsprechend der Aufgabe. Es 
werden auch nicht etwa ganzzahlige Lösungen verlangt, 
sondern wie bei den bestimmten Gleichungen sind nm^ 
negative und irrationale Wurzeln, die ja dem Griechen 
keine Zahlen sind, ausgeschlossen. 

Bei den verschiedenen künstlichen Wendungen, die 
zur Auflösung der Gleichungen zu machen sind, ergeben 
sich manche schöne Sätze der Zahlentheorie, die dann 
später auf die großen Zahlentheoretiker des 17. Jahr- 
hunderts von entscheidendem Einflüsse waren; z. B. 
daß man (a^ -f b^) (c^ -f- d^) auf zwei Arten als Summe 
zweier Quadrate darstellen kann; daß jedes Quadrat auf 
beliebig viele Arten als Summe zweier Quadrate auf- 
gefiaßt werden kann. Rein zahlentheoretisch war eine 
andere Schrift Diophants, Porismen, die aber größten- 
teils verloren ist. Eine kurze Theorie der Polygonal- 
zahlen ist mehr im euklidischen Sinn gehalten. Die 
auf Diophant noch folgenden Arithmetiker, meist Neu- 
platoniker, sind von geringer Bedeutwan^, 
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Wir schließen die Übersicht über die griechische 
Mathematik mit der rühmenden Hervorhebung eines 
Sammelwerkes, das wegen seines reichen Inhaltes \md 
der Sorgfalt seiner Angaben eine unschätzbare Quelle 
für die Geschichte der griechischen Mathematik bildet, 
der Sammlung {ovvaycoyfj) des Pappus von Alexandiien 
(wahrscheinlich imi 300 n. Chr.), dessen arithmetischer 
Teil leider größtenteils verloren ist. 

Der Verfasser schildert den Inhalt mathematischer 
Schriften, die zu seiner Zeit in Ansehen standen, nicht 
ohne eigene bedeutsame Zusätze, die seine Meisterschaft 
in solchen Untersuchungen bekmiden, die wir heute als 
neuei-e Geometrie bezeichnen. Wir finden hier den 
Fundamentalsatz der Lehi'e vom Doppelverhältnisse, den 
Begriff des vollständigen Vierecks und Vierseits, die 
Lehre von der Involution von Punkten, von der Kreis- 
berühfung und Ähnlichkeit bei Kreisen (alle Ver- 
bindungslinien der Endpunkte direkt oder invers 
paralleler Radien zweier Kreise schneiden sich je in 
ein^n festen Punkte der Zentrallinie). Auch die so- 
genannte „Aufgabe des Pappus", die Descartes den 
ersten Anlaß zu seinen geometrischen Überlegungen gab, 
ist hier enthalten: Wenn mehrere Gerade einer Ebene 
gegeben sind, den Ort eines solchen Punktes zu finden, daß, 
wenn man v(hi ihm Perpendikel oder allgemein Gerade 
unter gegebenen Winkeln nach den gegebenen Geraden 
zieht, das Produkt gewisser unter ihnen zu dem Pro- 
dukt aller übrigen in dnem konstanten Verhältnisse 

6 6 Ci e<i 

stehe; für drei Gerade -^^ = k, für viej =»* k, 

ei e e * ^^ ^^ ®* 

für fünf ^ ^ = k, usw. Von den Griechen rührt die 
a e^ 65 

Zfösung" der ersten zwei Fälle her, die Kegelschnitte 
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liefern. Pappus ersann neue Kurven doppelter Krüm- 
mung auf der Kugel und eine Serie neuer Erzeugungen 
der Qnadratrix. Schließlich sei noch erwälmt, daß der 
seit dem 17. Jahrhunderte als Guldinsche Regel be- 
nannte Satz schon bei Pappus auftritt, daß das Volumen 
eines ümdrehungskörpers gleich ist dem Produkte aus 
der von der Meridiankurve umschlossenen Mäche und 
dem Wege, den der Schwerpunkt dieser Fläche während 
der ümdrelumg durchläuft. 

3. Römer. 

Die Mathematik der Römer hatte einen durchaus 
praktischen Charakter nicht bloß in der alten Zeit, 
sondern auch dann, als sie die griechische Wissenschaft 
kennen lernten und allenthalben griechische Bildung 
aufnahmen. 

Treffend charakterisiert Cicero die Stellung der Römer 
gegenüber der griechischen Mathematik: „In summo apud 
Graecos honore geometria fuit; itaque nihil mathematicis 
illostrius : at nos ratiocinandi metiendique utilitate huius artis 
terminavimus modum.*^ 

Sie besaßen daher keine selbständigen mathe- 
matischen Leistungen, im Gegenteile haben sie nicht 
selten griechisches Wissen unverstanden und entstellt 
überliefert. Gleichwohl wai*en sie zunächst die einzigen 
Lehrmeister des Abendlandes, und jahrhundertelang 
herrschten Regeln und Methoden, die aus römischen 
Quellen stammten. 

Außer dem Rechnen an den Fingern und auf dem 
Abakus wurde auch das Kopfrechnen in den Schulen 
geübt, besonders Bruchrechnen, das sich insofern sehr 
mühselig gestaltete, als nur Zwölftel (Teüe des As oder 
der Unda) in Gebrauch wareüi^ ^sÄet^ ^-^^^^ ^iiss^ 
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nur annäherungsweise ausgedrückt werden konnten. 
Zur Erleichterung benutzte man Tabellen (calculi). Ziem- 
lich komplizierte Aufgaben über Fragen des Erbrechtes, 
des Privatbesitzes und der Zinsenentschädigung be- 
schäftigten die römischen Rechner. 

Aufgabe der praktischen Geometrie war es, Bauten 
zu orientieren, Lager abzustecken, Stadtpläne zu ent- 
werfen. Unter Augustus wurde eine Vermessung des 
Reiches vorgenommen, deren Oberleitung dem Vip- 
sanius Agrippa zufiel, während Baibus mit der 
Detaüausführung betraut wm^de. Unter demselben 
Kaiser verfaßte Yarro seine Encyklopädie, in der auch 
Mathematisches vorkommt, und Yitruvius Pollio sein 
berühmtes Lehrbuch der Baukunst. Etwas später 
schrieb Columella über den Landbau; er war in der 
Feldmessung Schüler Herons von Alexandrien. Aus 
der gleichen Quelle schöpften auch die Agrimensoren 
oder Gromatiker (so genannt nach der groma, einem 
feldmesserischen Instrumente), die auch einiges theore- 
tisches Wissen zeigen: Frontinus, Hyginus, Baibus, 
Nipsus, Epaphroditus, Yitruvius Rufus. In rein 
mathematischer Hinsicht ist hervorzuheben, das Epa- 
phroditus die independente Fonnel für die Polygonal- 
imd Pyramidalzahlen kennt. In der späteren Kaiser- 
zeit übersetzte Ap pule jus den Nikomachus. Mathe- 
matisches finden wir auch im Somnium Scipionis des 
Makrobius und in dem allegorischen "Wissenschafts- 
roman (satira) des Marcianus Capella (5. Jahrb.). 

Aus der Zeit der Gotenherrschaft sind zwei Schrift- 
steller zu nennen, deren Werke im Mittelalter großes 
Ansehen genossen, Boethius (480 — -524) und Cassio- 
dorius (4:1 b — 570). Boethius schrieb eine „In- 
stitutio arlthmetica,^^ j die im weaentlaciieii eine Über- 
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Setzung der Arithmetik des Mkoinachns ist, eine „In- 
stitiitio musica" (Intervallenlehre) ebenfalls nach 
griechischen Quellen. Yon den zwei Büchern „Geo- 
metrie'', die üim zugeschrieben werden, enthält das 
erste einen Auszug aus Euklid, der außer den Defini- 
tionen, Forderungen und Axiomen die Lehrsätze der 
ersten drei Bücher der Elemente, aber ohne Beweise 
enthält. Das zweite Buch lehrt die Berechnung der 
einfachsten ebenen Figuren an Zahlenbeispielen. Cassio- 
dorius behandelte unter dem Titel „De artibus et di- 
sciplinis liberalium literarum" in encyklopädischer Fonu 
die sieben freien Künste. 

Der Begriif der freien Künste (meistens sieben) wurde 
schon von den Q-riechen ausgebildet nnd ging von ihnen zu 
den Römern nnd von diesen in die Literatur des Mittelalters 
über. Boethius bedient sich zuerst der Bezeichnung 
Quadruvium für Arithmetik, Musik, Geometrie nnd Astro- 
nomie, dem sich dann bald das Tri vi um (Grammatik, Rhetorik, 
Dialektik) anschloß. 

4. Inder. 

Hand in Hand mit einer von alters her sich be- 
kundenden phantastischen Yorliebe für große Zahlen 
und einer allgemein verbreiteten Fertigkeit • in der 
Stellung und Lösung geistreicher Probleme, die nicht 
selten in dichterischer Einkleidung auftraten, entwickelte 
sich bei den Lideni eine klare Einsicht in das Wesen 
des Zahlensystems, die sie befähigte, jene wissenschaft- 
lich und kulturhistorisch so bedeutungsvolle Erfindung 
zu machen, die wir als Positionssystem bezeichnen. 

Es ist naheliegend, daß sich die schriftUche Zahlen- 
bezeichnung an die sprachliche anschloß, und so finden wir 
denn bei vielen Völkern, z. B. bei den Römern und Griechen 
(der älteren Zeit), Zeichen im d\e e\Ta^\i«^'^Wl<£sa*^^ 
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0, M), die zur Darstellung ihrer Vielfachen entsprechend oft 
wiederholt werden mußten; z. B. 243 = CCXXXXIII. 

Die Schwerfälligkeit dieser Zahlenschreibung bewog die 
Griechen, zu dem zwar systemlosen, aber praktisch vorteilhaften 
Mittel zu greifen, als Zahlreichen die Buchstaben des Alphabets 
(und drei Episemen) zu verwenden — 27 Zeichen, womit sie 
die Einer, Zehner und Hunderter darstellten. Zur Bezeichnung 
der Tausender versahen sie die Buchstaben mit einem Striche 
und konnten so "alle Zahlen bis 999999 schreiben. 

Vollkommenere Systeme besaßen zweierlei Zahlzeichen, 
für die Stufenzahlen und für die Einerzahlen. Dabei haben 
nach dem multiplikatorischen Prinzip die Einerzahlen die Kolle 
von Koeffizienten (243 wird schematisch geschrieben 2 C 4X 3 1), 
im elevatorischen Prinzip aber dienen die Stufenzahlzeichen 

• • • 

nur mehr als Stellenzeiger (243 = 243). 

Es ist bei einer derartigen Zahlenschreibung naheliegend, 
die Zeichen für die Stufenzahlen ganz wegzulassen , womit 
der Übergang zum Positionssystem vollzogen erscheint. In 
der Tat finden wir, wie erwähnt, schon auf alten babylonischen 
Tontäfelchen eine solche Benutzung des Stellenwertes. Aber 
die allgemeine Durchführung dieser Abkürzung scheiterte 
daran, daß man Zahlen, wie 2C3, nicht zu bezeichnen wußte. 
Erst mit dem Gedanken, das Fehlen von Einheiten einer Stufe 
durch ein Zeichen (die Null) ersichtlich zu machen, war das 
Positions System erfunden. Dieses System, eine Frucht der 
lebhaften Phantasie und klaren mathematischen Einsicht, welche 
die Inder vereinigten, gehört zu den wichtigsten Erfindungen. 
In wissenschaftlicher Hinsicht ist es ein Beispiel — wohl das 
einzige — eines absolut vollkommenen Systems, das der 
Menschengeist ersonnen hat, und was die praktische Bedeutung 
betrifi't, so genügt der Hinweis, daß es gestattet, mit denselben 
zehn Zeichen 0, 1, 2, ... 9 jede Zahl, sei sie noch so groß, 
zu bezeichnen, — daher es auch Gemeingut des Volksunter- 
richtes aller gebildeten Völker geworden ist. 

Gesichert ist das Vorkommen der Null etwa seit 400 n. Chr. 
Die indische Bezeichnung derselben sunya (das Leere) wurde 
von den Arabern as-sifr übersetzt. Daraus entstand unser 
Wort „Ziffer". 

BigienÜich juathematische Schriftsteller gab es bei 
<afeff Indern nicht, dagegen finden wir m den astro- 
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nomischen und astrologischen Werken mathematische 
Kapitel eingestreut. Die drei bedeutendsten Schriftsteller 
dieser Gattung sind: Aryabhatta (geb. 476 n. Chr.), 
Brahmagupta (geb. 598 n. Chr.), Bhaskara Acarya 
(geb. 1114 n. Chr.). Die wissenschaftliche Mathematik 
der Inder stammt zum großen TeUe aus griechischer 
Quelle imd wurde konform dem nationalen Genius ge- 
staltet, übersteigt aber im allgemeinen nicht den von 
den Griechen erreichten Standpunkt, ausgenommen in 
der Arithmetik und Algebra, denn hier trafen griechische 
Wissenschaft und die den Indern eigentümliche Ver- 
anlagung glücklich zusammen. 

Bei den erwähnten Schriftstellern und bei dem 
Griechen Maximus Planudes (14. Jahrh.) finden wir 
die vorzüglichen Methoden indischer Rechenkunst, 
die zunächst durch Yermittlung der Araber ins Abend- 
land gelangten. Unter den Multiplikationsmethoden 
heben wir die „blitzbildende" (heute Fouri ersehe) hervor. 
Dieses Verfahren kann man allgemein so darstellen: 
(ao + 10 ai + 100 a^-+ . . .) (bo + 10 b^ + 100 bg + . . .) 

= aobo + 10(aobi+aibo) + 100(a^b2+aibi + a2bo)+-.. 
Nach dem hier auftret^iden Gesetze verschaffte man 

sich jede Rangziffer sogleich vollständig genau. Bereits 
bei Aryabhatta finden wir die heute noch gebräuch- 
lichen Regeln für das Ausziehen der Quadrat- und 
Kubikwurzel. In den indischen arithmetischen Büchern 
(besonders in Bhaskaras Lilavati) erkennen wir alle 
auch in unseren Rechenbüchern wiederkehrenden An- 
wendungen der einfachen und zusammengesetzten Regel- 
detri, der Gesellschafts- und Mischungsrechnung, der 
Zinsen- und Zinseszinsenrechnung, usw. Hervorheben 
müssen wir die anmutige, nicht selten poetische Ein- 
kleidung der Aufgaben. 
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in die Abschnitte 3, 4, 5 (oder 15, 36, 39) geteilt ist; 
femer die Vergrößerung der Oberfläche von Körpern 
unter Beibehaltung der Form; dann eine Zirkulatur 
des Quadrates, d. h. die Konstruktion eines Kreises, der 
gleich ist einem gegebenen Quadrate usw. Alles 
aber, was wir an tieferem geometrischen Wissen bei 
diesem Volke treffen, verdankt es den Griechen. Dabei 
lag jedoch den Indern die strenge Dialektik ihrer Lehrer 
ferne. Sie begnügten sich, zum Beweise die ent- 
sprechende Figur zu konstruieren und das Wörtchen 
„siehe" beizufügen. Charakteristisch ist auch die arith- 
metische Behandlung geometrischer Probleme. Für n 

gebrauchen sie die Werte - . = 3,1416 und /lO . 

In der Trigonometrie bedienten sie sich nicht, wie 
Ptolemäus, der Sehnen-, sondern der Sinustafeln. 
Frei von der Abneigung der griechischen Mathematiker 
gegen praktische und angenäherte Rechnungen führten 
sie an Stelle der Sehnen die Halbsehnen als Funktionen 
des halben Winkels ein und schufen so die Sinus trigono- 
metrie. Das ist die wesentlichste Förderung, welche 
der Trigonometrie durch die Inder zuteil wurde. Doch 
verwerteten auch sie ihre trigonometrischen Kenntnisse 
nicht für geometrische Zwecke zur Lösung von Dreiecks- 
aufgaben in der Ebene, sondern für astronomische 
Berechnungen. 

In der Behandlung unbestimmter Gleichungen 
machten die Chinesen, deren Mathematik im übrigen 
durchaus indischen Ursprunges ist, einen bedeutenden 
Schritt über ihre Lehrmeister hinaus durch die soge- 
nannte ^^^oße Erweiterung", die sich am besten durch 
Gin Beispiel charakterisieren läßt. Gesucht sei eine 
^^bl, die durch 3, 5, 7 dividiert böziÖKVMV^^N^«^^ ^<^ 
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Reste 2, 3, 2 liefert. Man suche k^, k.^, kjj so, daß 
5.7.k, . 1 7.3.k., , 1 3.5.ko . 1 

wiixl. 

Man erhält z. B. k^ = 2 , kg = 1 , k^ = 1 luid 

bildet nun 

5 . 7 . 2 = 70 70 . 2 = 140 

7.3.1 = 21 21.3= 63 

3 .5.1 = 15 15.2 = 30 

233 23 

140 + 63 + 30 = 233; ^-^-^ = 2 + ^-^^-; 23 ist 

eine Lösung der vorgelegten Aufgabe. 

Auch die Anordnung der den Arabern seit dem 
Ende des 11. Jahrhunderts bekannten Binomialkoeffi- 
zienten in die Gestalt des arithmetischen Dreiecks 
treffen wir zuerst bei den Chinesen (1303). 



IL Mittelalter. 

1. Araber. / 

Die i-eichen Schätze mathematis^hör Kenntnisse, welche 
die Griechen und Inder aufgespeichert hatten, fanden 
an den Arabern verständnisvolle und dankbare Erben. 
In raschem Siegedaüfe hatte dieses am Anfange des 
7. Jahrhunderts n. Cte aus dem Dimkel des Nomaden- 
lebens 4i"örvortretendö Volk die Länder durcheilt und 
hundert Jahre nach denl Tt)öe des Propheten herrschte 
deJ^'-Mam vötn Iftdud bis zmti Bbro.- Diese ImgöHeUrö 
AüädetiKiibg ihre!»- GeUieteö- 'bot-den'''AfaberA dfe^'Öfe^ 
l^eühbit^ « • '^ebUitehd ' ^ ünA' ' ' btl^töl\^VJi ^Ö»LW ^e&;&.^ 

Siuritif Geschichte der 'M.a\i\iQTUt3LV\V. ^ 
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zunehmen, und sie unterzogen sich dieser Arbeit rasch 
und erfolgreich, teils im persönlichen Verkehre mit den 
Gelehrten der unterworfenen Nationen, teils diu*ch eine 
rege Übersetzungstätigkeit, die sie seit der Mitte des 
8. Jahrhunderts auf Veranlassung kulturfreundlicher 
Kalifen entfalteten. Vor allem bildet die Pflege der 
Mathematik einen allgemein anerkannten Ruhmestitel 
arabischer Wissenschaft. Die geschichtliche Bedeutung 
der arabischen Mathematik ist nicht so sehr in selb- 
ständigen Forschungen imd Fortschritten zu suchen, als 
vielmehr in der liebevollen imd verständigen Verarbeitung 
des ihnen zugänglichen Materials und darin, daß sie 
indische Rechenkunst und griechische Wissenschaft dem 
Abendlande zugänglich machten zu einer Zeit, als eine 
direkte Benutzung der Quellen nicht möglich war. Ins- 
besondere ist es ein Hauptverdienst der Araber, das 
Prinzip der indischen Zifferschrift aus Indien geliolt und 
über alle ihre Reiche, bis Spanien einschließlich, ver- 
breitet zu haben. 

Die Geschichte der arabischen Mathematik beginnt 
in der Abassidenresidenz Bagdad (gegründet 762), wo 
imter den Kalifen Almansur, Harun Arraschid und 
Almamun die griechische und indische Mathematik 
imd Astronomie durch Übersetzungen und selbständige 
Bearbeitungen Eingang fanden. Der indische Sindhind 
(Surya-Siddhanta, ein Lehrbuch der Astronomie etwa aus 
dem 5. Jahrhundert n. Chr.), der Almagest des Ptole- 
mäus und Euklids Elemente waren die ersten Schriften, 
die übersetzt wurden. Es folgten Übersetzungen aus 
Archimedes, ApoUonius, Heron, Diophant u. a. Als 
tüchtige Übersetzer taten sich Ishak ibn Hunein 
(fOlQ). Tabit ibn Kurra (833—902), Kusta ibn 
I^/iJra/86d—928) und Abul Wafa (940— 998) hervor. 
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Gleichzeitig begann sich auch eine selbständige literarische 
Tätigkeit zu entfalten, an deren Spitze wir das berühmte 
Werk des Muhammed ibn Musa Alchwarizmi 
(um 820) „Algebr w' almukabala", ein Lehrbuch der 
Algebra, stellen. 

„Algebr" bedeutet Wiederherstellung, „almukabala" Gegen- 
überstellung. Beide bedeuten Umformungen einer Gleichung. 
Bildet man z. B. aus x' + a = x* + bx + a, x' = x* + bx, 
so ist das almukabala. Aus ax — b = x ^ bildet man ax = x* + b 
durch algebr. Da nämlich abzuziehende Zahlen als ein Mangel 
angesehen wurden, so war ihre Entfernung eine Wiederher- 
stellung. Aus algebr ist der Name Algebra zur Bezeichnung 
der Lehre von den Gleichungen entstanden. Das Wort 
Algoritmus, das zur Bezeichnung eines Rechnungsvorganges 
angewendet wird, ist aus Alchwarizmi gebildet. 

Muhammed ibn Musa folgt griechischen imd 
indischen Vorbildern, doch ist im allgemeinen der 
griechische Einfluß überwiegend. Der schon bei Diophant 
herv^ortretende Einteilungsgnmd der Gleichungen nach 
der Anzahl der Glieder, nicht nach dem Grade, ist hier 
vollständig durchgeführt, indem für die Gleichungen 
ersten und zweiten Grades folgende sechs Formen auf- 
treten: x2=ax (ein Quadrat ist gleich Wurzeln), x2 = a 
(ein Quadrat ist gleich einer Zahl), ax = b, x2-fax = b, 
x2-|-a = bx, ax + h = x2. 

Die Lösung der Gleichungen zweiten Grades ge- 
schieht auf geometrischem Wege, zum Teil auch durch 
andere Figuren als bei Euklid; z. B. x2-|-2x = lo ent- 
weder durch eine vollkommen symmetrische Figur (Fig. 2) 
oder wie bei Euklid mit Hilfe des Gnomon (Fig. 3). 
Für AB = x, BC = |, BD = 1 ist im ersten Falle 
x2-f 4.-^x + (^)2=15 + l, (x+l)^ = 16; im zweiten 
x'^-|-2» l*x-|-12 = 15 + l. Alchwarizmi erkannte auch^ 
daß die Gleichung x- -\- a.^ =\i^ 'L^<äv^^^TL!^^^^^s^. 
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Ein wesentlicher Unterschied von der giiechi scheu 
Algebra liegt darin, daß er Zahlenbeispiele zu seinen 
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tlieoretischen geometrischen Lösungen hinzufügt, was 
bei Euklid nie, bei Heron selten vorkommt, während 
hinwieder bei Diophant die allgemeine Lösung fehlt. 
Aus diesem Grunde haben spätere Schriftsteller oft in 
diesem Buche gesucht, was sie auch bei Eukhd schon 
hätten finden können. 

Eine wirkliche Verschmelzung der griechischen und 
indischen Behandlung der Arithmetik trat bei den 
Arabern nicht so rasch ein. Ln Gegenteile finden wir 
um das Jahr 1000 n. Chr. zwei Schulen, die, wahr- 
scheinlich auch in religiösen Fragen sich befehdend, in 
der Mathematik einen gegensätzlichen Standpunkt ein- 
nahmen. Alnasawi erweist sich vollständig vertraut 
mit indischer Eechenkunst, während Alkarchi nicht 
bloß auf dem streng wissenschaftlichen Standpunkte des 
Euldid steht, sondern auch prinzipiell die Benutzung 
der Ziffern selbst bei weitläufigen Berechnungen aus- 
schließt. Auch in seinem algebraischen "Werke Alf akhri 
fußt letzterer auf griechischer Grundlage, indem er 
J^jophants zahlreiche Üntersuchuiigeii waöi ^\s^\<sAft 



Araber. 53 

wiedergibt, zugleich aber über sein Vorbild hinaus in mehr- 
facher Richtung fortschreitet. Er erweitert die Zeichen- 
sprache, benutzt gelegentlich auch Zeichen für zwei Un- 
bekannte und behandelt neue Arten von unbestimmten 
Gleichungen ; z.B. y^ = x^ + ax^, z^ = x^ -f bx^; er setzt 
y = mx, z = nx, woraus folgt x^ = m^~aL =n2 — b, 
wobei m^ und n^ willkürliche Quadratzahlen mit der Diffe- 
renz a — b sind. Übrigens ist nicht zu verkennen, daß 
sich auch Alkarchi auf dem Gebiete des Irrationalen mit 
größerer Freiheit bewegt als die Griechen und irrationale 
Wurzelgrößen als Zahlen auffaßt, ohne natürlich allgemein 
gültige Begründungen für das Rechnen zu liefern. Daß sich 
die Araber dessen bewußt waren, sehen wir bei A 1 c h a i j a m i 
(f 1123), der zwischen arithmetischer und geometrischer 
Auflösung der Gleichungen unterscheidet. Die erstere ver- 
langt er rational, ja sogar ganzzahlig, die letztere kann 
irrational sein und muß deshalb geometrisch dargestellt 
werden und verlangt auch einen geometrischen Beweis. 
Während bei Alchwarizmi und den älteren Arabern 
die Gleichungen noch im fortlaufenden Texte geschrieben 
waren und alles in Worten dargestellt wurde, entwickelte 
sich in späterer Zeit eine ziemlich ausgeprägte Zeichen- 
sprache, besonders bei den Westarabern. Die von den 
Indern angewendete Methode des doppelten falschen 
Ansatzes zur Auflösung von Gleichungen erhielt bei den 
Arabern besonders durch Ibn Albanna (geb. um 1252) 
eine weitere Ausbildung. Sie hieß die Methode der 
Wagschalen und ging in die lateinischen Übersetzungen 
als „regula falsi'' über. Ist z. B. die Gleichimg ax + b = 
gegeben und sind z^ imd Zg beliebige Zahlenwerte und 
setzt man dann a.Zj^ -\- h = j^ , az2 + b = y2, so ist 

X — - -'■ i— ^ . Diese Methode ist dadurch von he- 

yi-ya 
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mit der Dreiteilung des Winkels. Die späteren Geometer 

zeigten sich besonders gewandt in der Zurückführung 

geometrischer Aufgaben auf Gleichungen, ohne jedoch 

theoretisch bedeutsame Resultate zu erzielen (z. B. Abul 

Dschud, um 1050). 

Abul Wafa führte zuerst Konstruktionen mit einer 
unveränderlichen Zirkelöffnung aus (vielleicht durch 
eine Bemerkung bei Pappus darauf aufmerksam gemacht). 
Von hier verbreiteten sich derartige Aufgaben zu den italie- 
nischen Mathematikern, die sie im 15. und 16. Jahrhunderte 
mit Vorhebe behandelten (Lionardo da Vinci, Tartaglia, 
Benedettiu. a.). In Deutschland finden wir die Geometrie 
mit einer Zirkelweite in der „Geometria deutsch** (Ende 
des 15. Jahrhunderts) und besonders bei Albrecht Dürer. 

Die arabische Trigonometrie stammt aus griechi- 
schen und indischen Quellen, aber nicht ohne bedeutende 
eigene Leistungen. Albattani (um 850 — 929), der größte 
arabische Astronom und Mathematiker, führte an Stelle der 
im Alraagest berechneten Sehnen des Winkels die indischen 
Halbsehnen des doppeltenWinkels (den Sinus) ein, und zwar 
in voUem Bewußtsein der Bedeutung dieses Fortschrittes. 

Die Entstehung des Terminus „Sinus" ist wahrscheinhch 
folgende: Die Sehne heißt im Sanskrit jiva. Die Araber 
übernahmen diese Bezeichnung als Fremdwort : dschiba. Genau 
dieselben Konsonanten, welche arabisch dschiba zu lesen sind, 
lassen aber auch die Lesung dschaib zu (da die arabische 
Schrift keine Vokale bezeichnet). Letzteres ist nun ein wirk- 
liches arabisches Wort, das von den lateinischen Übersetzern 
ganz richtig mit sinus wiedergegeben wurde. 

Auch ein anderer Gegensatz zum Almagest tritt bei 
Albattani noch schärfer als bei den Indem hervor. 
Die Lehrsätze haben das geometrische Gepräge durchaus 
verloren und den Charakter algebraischer Formeln an- 
genommen. So spielt in den Berechmmgen der Quotient 

cos a^ 

unsere Kotangente, eine wichtige Rolle. Albattani 



sj/j a 
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kennt auch den zweiten Hauptsatz der sphärischen 
Trigonometrie, freüich nicht in allgemeiner Formulierung. 
Abul Wafa erfand eine neue Methode zur Be- 
rechnung von Sinustafeln, die den Sinus von ^ Grad 
mit einer Genauigkeit lieferte, die sich bis zur 9. Dezimal- 
stelle erstreckt. Ferner führte er die trigonometrische 
Funktion Tangente ein, indem er die Werte des Quotienten 

sin oc 

— von ihm „Schatten" genannt — berechnete 

COSÄ 

und in eine Tafel vereinigte. Gleichzeitig entstanden 
auch die Hakimitischen Sinustafeln, auf Veranlassung 
des ägyptischen Kalifen Alhakim von Ibn Yunus 
(960—1009) angefertigt. 

Unter den Westarabem bringt Dschabir ibn Aflah 
(gewöhnlich Geber genannt, um 1100) eine sphärische 
Trigonometrie mit strengen Beweisen. Sie enthält eine 
Reihe von Formeln über das rechtwinklige sphärische 
Dreieck, geht aber in der ebenen Trigonometrie nicht 
über den Almagest hinaus, ja vermeidet sogar Sinus 
und Kosinus imd rechnet mit den ganzen Sehnen. 

Einen glänzenden Abschluß fand die arabische 
Trigonometrie diu-ch den Perser Nasir Eddin Tusi 
(1201—1274), der in semer Schrift „Über die Figur 
der Schneidenden" (d. h. über den Satz des Menelaus) 
eine ganz vollständige ebene und sphärische Trigonometrie 
darstellt, die beide hier zimi ersten Male als Teile der 
reinen Geometrie auftreten, d. h. nicht mehr als Ein- 
leitung in die Astronomie dienen. 

2. Die Zeit der Abacisten und Algoritmilier. 

Während den Arabern die Werke der griechischen 
Mathematiker zur Vei*f ügung Htaxv<io.w.^ h<i'^Ä.^<^vv ^\^. '^<^T^Jk- 
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ländischen Völker zur Zeit der Mero^singer iind Karolinger 
bloß einige dürftige, von Römern angefertigte Auszüge 
aus Euklid und Heron, die an Umfang und Bedeuümg 
weitaus nicht dem Schatze mathematischer Kenntnisse 
gleichkamen, den die Griechen von den Ägyptern über- 
kommen hatten. 

In den Kloster- und Domschulen wurde das 
Kopfrechnen geübt in Verbindung mit Finger- und 
Kolumnenrechnen. Eine bedeutende Rolle spielte 
dabei die Berechnung des Osterfestes (computus 
paschalis oder ecclesiasticus). Wir besitzen aus jener 
Zeit eine Sammlung von Rechen rätseln (propositiones 
ad acuendos sensus iuvenum), die an ähnliche Sammlungen 
iu der griechischen Anthologie und in indischen Schriften 
erinnern imd noch heute in den Aufgabenbüchern wieder- 
kehren. Sie stammen aus den Schulen Bedas(672 — 735) 
imd Alkuins (736 — 804), die wir als die Hauptver- 
treter der sieben freien Künste in jener Zeit anzusehen 
haben. 

Demselben Kreise gehören an Hrabanus Maurus 
(788— 856),WalafriedStrabo(810— 894),Remigius 
von Auxerre (f um 908), Odo von Cluny (879 
bis 942), Abbo von Fleury (945—1003). In welcher 
Weise die Rechnungen ausgeführt wurden, davon er- 
halten wir Kenntnis durch Gerbert (940 — 1003, seit 
999 Papst Silvester 11.) und seinen Schüler Berneli- 
nus (mn 1020). Es ist das Rechnen auf dem Kolum- 
nenabakus unter Anwendung von Marken, die mit den 
Ziffern (mit Ausschluß der NuU) bezeiclmet waren und 
Apices hießen. Charakteristisch istdiekomj^lementäre 
Division, die neben der einfachen gelehrt wird. 

Der Divisor 16 z,B, hat bis 20 das Komplement 4, der 
DivjRor 78 bis 80 das Komplement % deY"D\N\ÄO\ ^^'^»Vv&^v^^ 
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das Komplement 77. Nun wird durch den vergrößerten Divisor 
dividiert und zum Beste jedesmal wieder das Produkt aus 
dem Quotienten und Komplemente addiert. Dieses Verfahren 
ist zwar sehr umständlich, aber zuverlässig, da die Quotienten- 
ziffer niemals zu groß angesetzt werden kann. 

Durch den EinfluB Gerberts, der ein selbstdenkender 
Mathematiker war, fand die Schule der Abacisten weite 
Verbreitung. Über den Abakus schrieben Guido von 
Arezzo (um 1028), Franko von Lüttich (um 1040), 
Hermannus Contractus (1013 — 1054), Eadulf von 
Laon (t 1130), Gerland (um 1134). 

Allmählich erwuchsen dieser Schule immer zahl- 
reichere Gegner in den Algoritmikern, die nach 
indischer Art unter Anwendung der Null rechneten. 
Auf zwei Wegen, durch den direkten Verkehr (besonders 
der italienischen Kaxifleute) mit den Arabern und durch 
Übersetzungen aus dem Arabischen ins Lateinische, ge- 
langte seit dem Beginne des 12. Jahrhunderts griechische 
und indische Mathematik zu den abendländischen Völkern. 

Als hervorragende Algoritmiker und Übersetzer sind 
zu nennen Pia to von Tivoli (um 1120), Atelhart von 
Bath (um 1120), Johann von Sevilla (imi 1140) 
und besonders Gerhard von Cremona (1114 — 1187). 
Durcli die eifrige Tätigkeit dieser Männer war das 
Abendland am "Ende des 12. Jahrhunderts im Besitze 
lateinischer Übersetzungen des Euklid, des Almagest, 
der Schriften des Theodosius und Menelaus, der Astro- 
nomie des Albattani, der Arithmetik und Algebra des 
Alchwarizmi. Die indische Positionsarithmetik, die Auf- 
lösung der Gleichungen 1. und 2. Grades waren all- 
gemein zugänglich. Durch die wachsende Kenntnis und 
Wertschätzung der griechischen Mathematik begann 
unsere Wissensdiaft sich new 7a\ ^iv\i?\Vcv\. 
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3. Die Zeit des Wiedererwaeliens der Mathematik 

in Europa. 

An der Spitze der neuen Epoche stehen zwei 
Meister ersten Ranges, deren Einfluß für lange Zeit 
maßgebend blieb: Leonardo von Pisa und Jordanus 
Nemorarius. Leonardo von Pisa (1180 — 1250), 
auch Fibonacci (Filius Bonacii) genannt, lernte schon 
als Knabe in der pisanischen Handelsniederlassung 
Bugia in Nordafrika, später auf Reisen in Ägypten, 
Syrien, Griechenland, Sizilien die mathematischen 
Schriften der Inder. Pythagoreer, Euklids u. a. kennen. 
Das Resultat seiner Forschungen war der „Liber 
Abaci" (1202), der das Wissen der Araber nach dem 
christlichen Abendlande verpflanzte. Dieses Buch ist 
die Fundgrube geworden, aus der die späteren Rechen- 
meister und Algebraiker schöpften, und bildete dadurch 
die Grundlage der neuen Wissenschaft. Es enthält die 
vier Spezies in ganzen und gebrochenen Zahlen, die 
elegante Subtraktionsmethode durch Zuzählen, die blitz- 
bildende Multiplikation der Inder, die Rechnung mit 
Brüchen in moderner Art auch bezüglich der äußeren 
Form diu*ch Einführung des Bruchstriches, dann die 
Regeldetri, arithmetische Reihen erster und zweiter 
Ordnung, die Regel vom einfachen und doppelten 
falschen Ansätze; femer spezielle unbestimmte Glei- 
chungen, Quadrat- und Kubikwurzelausziehung nach indi- 
schem Muster, irrationale Größen, Algebra und Almukala, 
zahlreiche geometrische Anwendungen, quadratische 
Gleichungen nach arabischer Behandlungsweise, auf- 
steigende Kettenbrüche. Leonardos Darstellung in 
()Jesem Werke ist durchweg von Beweisen in geometri- 
so/wr Form begleitet 
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Dasselbe ist auch der Fall in seiner „Practica geo- 
metriae" (1220), die, auf Euklid, Archimedes, Heron 
und Ptolemäus basierend, metrologische, arithmetische, 
planimetrische, trigonometrische und stereometrische Auf- 
gaben durcheinander enthält, wobei besonders die Aus- 
züge aus den damals sehr wenig bekannten stereome- 
trischen Büchern Euklids hervorzuheben sind. Auch in 
diesem Werke bewegt sich Leonardo mit großer Selb- 
ständigkeit, besonders in der Kreisrechnung, wo er 
TT = 1440 : 458^ (=3,1418 . .) bestimmt. Seine Beweise 
sind oft von den griechischen verschieden. 

Zwei andere Schriften, „Liber quadratorura" und 
„Flos", enthalten Zahlen theoretisches, Lösung spezieller 
unbestimmter und bestimmter Gleichungen imd verfolgen 
den Zweck, die Methoden zu schildern, nach denen 
Leonardo die Aufgaben löste. Von besonderem Interesse 
ist die Lösung der kubischen Gleichung x ^ + 2 x ^ 
-fl0x = 20, für die Leonardo den außerordentlich 
genauen Näherungswert x = 1» 22' T 42''' 33^^ 4^ 40^'^ 
angibt, leider ohne zu verraten, wie er ihn erhielt 

M. Cantor faßt sein Urteil über Leonardo folgender- 
maßen zusammen: „Er war ein gewandter Rechner, 
ein feiner Geometer, ein geistreicher Algebraiker, wie 
es vor ihm nur vereinzelte gab; er wußte die Algebra 
auf geometrische Fragen anzuwenden, wie kaum Abul 
Dschud es verstand; er war endlich ein geradezu 
schöpferischer Zahlentheoretiker." 

Leonardo stand in naher Beziehung zum Hofe des Kaisers 
Friedrich IE., der seiner Wissenschaftlichen Tätigkeit reges 
Interesse entgegenbrachte. 

Jordanus Nemorarius (f 1236, ein Deutscher 
aus der Mainzer Diözese, wahrscheinlich identisch mit 
Jordanus Saxo, dem zweiten GeiieireÖL ^<$;% \^<3«sssSsl5ssssx^- 
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Ordens) verfaßte eine .,Arithmetik", in welcher die baJm- 
brechende Neuerung hervortritt, überall an Stelle will- 
kürlicher Zahlen Buchstaben zu setzen, allerdings so, 
daß sie mangels geeigneter Symbole im Zusammenhange 
des Textes auftreten und nicht zu einer eigentlichen 
Buchstabenrechnung zusammengestellt werden. 

Eine andere wahrscheinlich von Jordanus verfaßte 
Schrift gleichen Charakters ist der „Algoritmus demon- 
stratus*'. Der Traktat „De numeris datis'*, ein System 
algebraischer Regeln, gibt neue Methoden zur Lösung 
algebraischer Grleichungen und Gleichungssysteme. Auch 
sein geometrisches Werk „Über Dreiecke", das auf der 
Grimdlage der Elemente Euklids ruht, zeichnet sich diu*ch 
selbständige Bearbeitung des Stoffes aus. 

Obwohl Leonardo und Jordanus aus arabischen 
Quellen geschöpft haben, finden wir doch bedeutende 
Verschiedenheiten, die späterhin für die Schüler beider 
charakteristisch sind. Jordanus führt Verdopplung und 
Halbierung als eigene Rechnungsarten an, Leonardo nicht; 
Leonardo lehrt die Neunerprobe, Jordanus nicht; Jordanus 
hat eine Art komplementärer Multiplikation, Leonardo 
nicht. Letzterer nennt das Quadrat census, Jordanus 
nur quadratus. Aus aU dem geht hervor, daß Leonardo 
mehr der Schule des Alkarchi, Jordanus mehr der des 
Alnasawi folgt. 

Weiterhin überwog die Autorität des Jordanus weit- 
aus gegenüber Leonardo aus naheliegenden Gründen. 
Der Einfluß des italienischen Kaufmannes überschritt 
kaum die Grenzen seines Vaterlandes, Jordanus dagegen 
war Mitglied des an Universitäten und Schiden maß- 
gebenden Dominikanerordens und Professor an der 1206 
g-egründeten Universität in Paris, die zur Zeit der 
Scholastik eine führende Rolle \)esaß. t\\iYv^ev\^ ^\R3ftfö\v. 
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beide Männer im 13. Jahrhunderte auf einsamer Höhe. 
Niemand vermochte sie zu erreichen, kaum einer zu 
verstehen. Dieselbe Bemerkung trifft auch noch für 
das 14. Jahrhundert zu. Gleichwohl weisen diese Zeiten 
doch manch wichtige Fortschritte und neue Ansätze auf, 
die zum Teile erst in viel späterer Zeit zur Entwick- 
lung gelangten. 

In Paiis verfaßte Johannes de Sacrobosco 
(f 1256) seinen weitverbreiteten Traktat über die Rechen- 
kunst, eine Sammlung von Regeln für das praktische 
Rechnen mit ganzen Zahlen ohne Beweise und Zahlen- 
beispiele, das Jahrhunderte hindurch als Grundlage für 
den Unterricht benutzt wurde. Er unterscheidet neun 
Rechnungsarten : Numeratio, Additio, Subtractio, Mediatio, 
Duplatio, Miütiplicatio, Divisio, Progressio, Extractio. 
ITnter Progressio ist aber nicht etwa die Lehre von den 
Progressionen im allgemeinen zu verstehen, sondern nur 
(He Summienuig der natürlichen, der geraden und der 
imgeraden Zahlen. Extractio ist das Ausziehen der 
Quadrat- und Kubikwurzel. Einen vorzüglichen Kom- 
mentar zu diesem Lehrbuche mit trefEUchen Beispielen 
verfaßte 1291 Petrus von Dacien. 

Die übersetzende und kommentierende Tätigkeit des 
12. Jahi-huuderts wurde auch jetzt noch eifrig fortgesetzt. 
Wir erwähnen Wilhelm von Mo erb ecke (f bald nach 
1281), Wilhelm von Lunis (13. Jahrhundert) und 
besonders Johannes Campanus (um 1270), die ihrer 
Zeit neuen Wissensetoff zuführten. Letzterer ist be- 
sonders berühmt durch seine Ausgabe der Elemente 
H]uklids (mit Einschluß des 14. und 15. Buches). 
Dieselbe enthält zwar nicht die erste Übei-setzung Euklids 
ins Lateinische — es existierten solche schon aus dem 
Griecli Ischen und Arabischeii -r-n:N;^v\j!i^x %vfe ^scSassös^^.^sss;^ 
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größten Einfluß auf die folgende Zeit durch die 
Bemerkimgen und Zusätze des Verfassers. Wir er- 
wähnen den Satz über die Summe der Winkel im 
Stemfünfecke, über die Dreiteilung des Winkels (mittels 
der Konchoide), über die Irrationalität des goldenen 
Schnittes. Der Winkel zwischen Tangente und Kreis- 
bogen, den Campanus für kleiner als jeden geradlinigen 
Winkel erklärt, führt ihn zur Betrachtung stetiger Größen. 
Die Streitfragen über diesen Winkel (von Jordanus 
„Kontingenzwinkel" genannt) beschäftigten die Mathe- 
matiker lange Zeit und bahnten der Infinitesimalrechnung 
die Wege. 

Der hervorragendste Vertreter der Mathematik in 
England zu dieser Zeit ist Thomas Bradwardinus 
(1290? — 1349). Er verfaßte eine Arithmetica speculativa 
und eine Geometria speculativa. In letzterer behandelt er 
die Lehre von den Stemvielecken und isoperimetrischen 
Figuren, von den Proportionen und irrationalen Größen 
sowie mancherlei Stereometrisches. In der Schrift „über 
das Stetige" unterscheidet Bradwardin zwei Unendlich- 
keiten, die kathetische und die synkathetische, erstere 
identisch mit unserem Überendlichen oder Trans- 
finiten, dem vom Anfang an das Merkmal der Begrenzt- 
heit fehlt, letztere übereinstimmend mit imserem End- 
losen oder Infiniten, welches aus der endlichen Größe 
durch unbegrenztes Wachsen hervorgeht. 

In Frankreich ragt um die Mitte des 14. Jahrhundei-ts 
als vorzüglicher Geometer Dominions de Clavasio 
hervor („Practica geometriae" mit Beweisen, 1346), 
weitaus am bedeutendsten aber und als Mathematiker 
gleichen Eanges mit Bradwardinus ist Nicole Oresme 
(ungeihhT 1320 — 1382). In den „Latitudines formarum" 
behandelt er die giaphische Darste\iwT\g veränderlicher 
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Naturerscheinungen, wobei die eine Größe als Länge 

(Abszisse) aufgetragen wird , z. B. die Zeit, die andere 

als Breite (Ordinate), z. B. die Temperatur. Es nehmen 

also liier die Koordinaten den Charakter eines allgemeinen 

Hilfsmittels an, doch sind die „Latitudines" keineswegs 

der analytischen Geometrie gleichzuachten, denn es fehlt 

noch die Verbindung der analytischen Formel mit der 

geometrischen Form. 

Das bedeutendste Werk Oresmes ist der „Algorismus 

proportionum", wo bereits Potenzen mit gebrochenem 

Exponenten auftreten, die erst in viel späterer Zeit 

Gemeingut wurden. Auch die Regeln für das Rechnen 

mit derartigen Potenzgrößen sind entwickelt; z. B. 

" 1 / i\P ^ 

a™ =(a^)™ , \aP/™ =a"^ . 

Trotz dieser großen Fortschritte, welche die Franzosen 
auf mathematischem Gebiete gemacht hatten, büßten 
sie doch die führende Rolle nach und nach ein. Da- 
gegen bürgerte sich die Mathematik in Deutschland 
mehr und mehr ein und auch in Italien bereitete sich 
ein neuer Aufschwung vor. Der Grund dieser Um- 
wandlung ist hauptsächlich in den politischen Ereignissen 
zu suchen, die einerseits die Entwicklung der Wissen- 
schaften hemmten, andererseits die ausländischen Ge- 
lehrten veranlaßten, in ihre Heimat zurückzukehren. 
So gelangten die im Laufe des 14. Jahrhunderts nach 
dorn Muster von Paris gegründeten deutschen Uni- 
versitäten Prag (1348), Wien (1365), Heidelberg 
(1386), Köln (1388), Erfurt (1392) zu rascher Blüte. 
Wenn auch der allgemeine Unterrichtsbetrieb in den 
mathematischen Wissenschaften an diesen Schulen lange 
Zeit minderwertig blieb, so fehlte es den Freunden der- 
selben doch nicht an gegens^iti^^v kxsxfö'^ös^s^. 

Stiirnif Geschichte der "NlaÜieTiiÄ.V\>K.. ^ 
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Wien vor allen war die vorziig-swei.se matheniatiselie 
Universität. Sie verdankt diesen Vorrang zwei deutschen 
Gelehrten, die vorher in Paris Mathematik lehrten und 
dann an die neue Universität übersiedelten, Albert von 
Sachsen und Heinrieh von Langenstein aus Hessen. 

Albert von Sachsen (f 1390), der erste Rektor 
der Wiener Universität, verfaßte Abhandlungen über 
Proportionen, Quadratur des Kreises, Verhältnis der 
Diagonale eines Quadrates zu seiner Seite u. a. Eine 
eigentlich mathematische Lehrtätigkeit scheint Albert 
von Sachsen in Wien ebensowenig entfaltet zu haben 
als Heinrich von Langenstein (1325 — 1397), doch 
halfen beide der Mathematik in Deutschland zu einer 
bleibenden Stätte. 

Französischen Einfluß bezeugt auch die erste in 
deutscher Ausgabe (neben der lateinischen) verfaßte 
Geometrie, die sogenannte „Geometria Ciümensis" (um 
1400). Dieselbe enthält im Anschlüsse an Dominicus 
de Clavasio, aber auch gelegentlich über ihn hinaus- 
gehend, Berechnungen von Dreiecken, Vierecken, Viel- 
ecken und teilweise kruimnlinig begrenzten Figm-en. 

All die gi'oßen Fortschiitte, die französische und 
englische Mathematiker machten und die allmählich auch 
nach Deutsclüand sich verbreiteten, entstammen der 
Schiüe des Jordanus, den Gelehi*tenkreisen der Uni- 
versitäten. Von einer Algebra aber ist noch immer 
keine Rede trotz der Ausbildung, deren sie sich bei 
Leonardo von Pisa . und Jordanus erfreute. Nur in 
Italien, v/o die kaufmännische Scluüe des Leonardo 
niemals ausstai-b, obwohl auch hier ein Rückgang un- 
leugbar stattfand, beschäftigte man sich mit dieser 
Disziplin, Schon Leonardo hatte eine Zahlengleichung 
driffoti Gnidos 77/iheriingsvveiso golü^t^ YVÄ.vAvdem er ge- 
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zeigt hatte, daß es nicht möglich sei, sie durch Quadrat- 
wurzeln allein zu luäen. Nim sind es aber nicht mehr 
so sehr bestimmte Zalilengleichungen, die das Interesse 
beherrschen, sondern die Fi-age nach der allgemeinen 
Auflösung der Gleichungen dritten und vierten Grades 
tritt immer mehr in den Vordergrund. 



4. Die Zeit des Aufschwunges der Mathematik 

in Deutschland. 

Im 15. Jahrhundert beginnen elementare mathema- 
tische Kenntnisse Volkseigentum zu werden. Es ent- 
stehen eigene Rechenschulen, die Kenntnis der indischen 
Ziffern dringt in immer weitere Kreise vor, deutsche 
und italienische Rechenmeister pflegen die Rechenkunst 
und ihre Schriften erlangen seit der Erfindung des 
Biicherdruckes weite Verbreitung. 

Eine wichtige Rolle spielt in den Schulen das 
Rechnen „auf den Linien". Das Abakusrechnen der 
alten Griechen und Römer war im früheren Mittelalter 
in ein Kolumnenrechnen übergegangen, dadurch daß die 
einzelnen Rechenpfennige auf den betreffenden senk- 
recht zum Rechner gerichteten Kolumnen zu einer 
Ziffer sich verdichteten. Das Rechnen „auf den Linien" 
ist dagegen wieder identisch mit dem ältesten Abakus- 
rechnen, nur wurden die Linien durchweg wagerecht 
gezogen. Von unten nach oben liatte eine Marke auf 
der 1., 2., 3., ... Linie den Wert 1, 10, 100, . . . , 
zwischen den Linien aber bedeutete sie 5, 50, 500, . . . 
Untenstehende Figur (Fig. 4) stellt uns die Zahl 41097 
dar. Beim Subtrahieren legt man den Minuenden, beim 
Multiplizieren den Multiplikanden auf. Die Division 
wird als wiederholte Subtrakt\ft\i \y^\v^w<k<^\l. ^Nss-s^^^*^ 
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Linienrechnen erhielt sich bis ins 17. Jahrhundert, wo 
es dem eigentlichen Zifferrechnen, von dem es auch 
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Fig. 4. 

schon bisher in besseren Schulen begleitet war, weichen 
mußte. 

Zu den ersten gedruckten Rechenbüchern in deutscher 
Sprache gehören die Bamberger Rechenbücher von 
1482 (nur in wenigen Fragmenten erhalten) und 1483. 
Letzteres enthält nach dem Muster italienischer kauf- 
männischer Rechenbücher die vier Spezies in ganzen 
und gebrochenen Zahlen, „die gülden Regel" (Regeldetri), 
„vom Wechsel" (Umrechnung von Geldsorten nach ver- 
änderlichen Wertverhältnissen), „von geseUschaft", ToUet- 
rechnung zur Berechnung des Feingehaltes von Legie- 
rungen (Tollet wahrscheinlich vom venezianischen toleta 
= tavoletta), Mischungsrechnungen. 

Die bedeutendsten Namen auf dem Grebiete der 
wissenschaftlichen Mathematik im 15. Jahrhunderte sind 
Nikolaus von Kusa (1401 — 1464) imd Johannes 
Regiomontanus (Johann Müller aus Königsberg in 
Franken, 1436 — 1476). Ersterer konnte bei seiner 
vielfältigen politischen und wissenschaftlichen Tätigkeit 
unserer Wissenschaft nur als Nebenbeschäftigung huldigen. 
Um so mehr müssen wir seinen mathematisch schöpferi- 
scJien Geist bewundern, der nicht so sehr in abgeschlossenen 
Resultaten, als in neuen Gedanken mtvöl 'ETBk^^^i^llwii^en 
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zutage tritt, die der Mit- und Nachwelt bedeutsame 
Anregungen darboten. Seine meisten mathematischen 
Schriften beziehen sich auf eine Aufgabe, allerdings 
eine Aufgabe schwierigster Art — die Arkufikation 
einer Geraden. Vom gleichseitigen Dreiecke ging er 
zu umfanggleichen Vielecken von immer größerer Seiten- 
zahl und endlich zum Kreise über, den er als Unend- 
lichvieleck auffaßte. Das Haupt\'erdienst des K usaners 
auf mathematischem Gebiete ist seine Auffassung des 
Unendlichkleinen, dessen allbeherrschende Bedeutimg 
bei ihm zuerst deutlich hervortritt. 

Regiomontan gehörte der Wiener Hochschule an, 
die noch inmier an mathematischer Bedeutimg die 
anderen deutschen Universitäten überragte. Schon seine 
Vorgänger Johann von Gmünd en (f 1442), der erste 
Fachprofessor der Mathematik an einer deutschen Hoch- 
schule, und Georg von Peuerbach (1423 — 1461) 
liatten die Trigonometrie neu zu beleben begonnen. 
Letzterer verfaßte eine Sinustafel, ^vorin er den Halb- 
messer gleich 600,000 setzte und die AVinkel von 10 
zu 10 Minuten fortschreiten ließ. Diese Tafel gelangte 
nicht zum Abdnicke, wohl aber im Jalirc 1541 die 
einleitenden Bemerkungen, iu denen sich Georg von 
Peuerbach als klardenkenden Mathematiker zu er- 
kennen gibt. 

Der eigeniliclie Schöpfer der modernen Trigonometrie 
ist Regiomontan, der in seinem Lehrbuche „De 
triangulis omnimodis" die Grund züge der ebenen und 
sphärischen Trigonometrie aufstellt. Dieses 1463 voll- 
endete Werk umfaßt fünf Bücher. Wir finden daiin 
den Sinussatz, die Formel füi* die Flächo eines Drei- 
eckes: -Jabsin^' u. a. Die wichtigsten Sätze des 
ganzen AVoj'keß besagen, \\\g ydä\\ ^w^ ^'cvx \\^y^\?^^$n:s^ 
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(los sphärischen Dreieckes die drei Seiten, aus den 
drei Seiten die drei Winkel berechnen kann. Die Be- 
deutung des ersten Satzes tritt uns klar entgegen, wenn 
wir erwägen, wie schwer es einem in ebener Geometrie 
Geschulten werden mußte, sich in den Gedanken zu 
finden, es könnten die drei AVinkel zur Bestimmung 
eines Dreieckes ausreichen. Dieser Satz ist unbedingt 
neu und Eigentum Regiomontans, während der zweite 
allerdings schon bei Albattani vorkommt. 

In seinen trigonometrischen Tafeln vollzog Regio- 
montan den Fortschritt zur vollständigen Durchführung 
des dezimalen Systems, und zwar in voller Erkenntnis 
seiner Bedeutmig. Während seine ersten Sinustafeln 
gleich denen des Johann von Gmimden und Georg von 
Peuerbach noch eine Vermengung des sexagesi malen 
und dezimalen Systems enthalten, ist seine dritte Sinus- 
tafel auf den Radius 10^ berechnet. Die Genauigkeit 
ist also dieselbe wie in einer siebenstelligen Tafel, 
ohne daß jedoch eigentliche Dezimalbrüche zur An- 
wendung kämen. Auch in seiner Tangententafel ist 
die dezimale Teilung durchgeführt, indem die numeri 
(Tangenten) in Teilen dos Radius 100 000 angegeben 
werden. 

Durch sein Werk über die Dreiecke brachte Regio- 
niontan die Trigonometrie wieder so ziemlich auf jene 
Höhe, die sie bei den Arabern erreicht hatte. Leider 
hinderte ihn der Tod, sein Werk selbst im Drucke zu 
veröffentlichen, und so kann von einer umfassenden 
Einwirkung erst geredet werden, nachdem es 1533 ge- 
druckt worden war. 

2^icht minder Wechsel voll als das Schicksal Regiomon- 

tans selbst war auch das seiner Schnitcxv. Im Alter von 

Jö Jabrcn kaw er nach Wien als Schülei \m^ '^\\Ä\\i«v\fc\ 
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Peuerbachs. Nach dem Tode des Meisters übernahm er die 
"Weiterführung seiner unvollendeten Arbeiten, dai-unter einer 
Übersetzung des Almagest aus dem Griechischen, die Peuer- 
bach im Auftrage des Kardinals Bessarion herstellen wollte. 
In Begleitung dieses Kardinals reiste nun Regiomontan nach 
Italien^ um sich mit der griechischen Sprache vertraut zu 
machen, kehrte 1468 nach Wien zurück, folgte aber bald einem 
Rufe des Matthias Korvinus nach Ofen. 1471 finden wir ihn 
in Nürnberg, wo er eine Sternwarte und Druckerei einrichtete 
und sich dauernd niederlassen wollte. Aber schon 1475 wurde 
er von Sixtus IV. zur Kalenderreform nach Rom beinifen, wo 
er bereits am 6. Juli des folgenden Jahres, erst 40 Jahre alt, 
starb. Sein Nürnberger Freund Benihard Walt her, dem er 
sein ganzes wissenschaftliches Hab und Gut anvertraut hatte, 
hielt dieses bis zu seinem Tode (1504) ängstlich verborgen. 
Jetzt aber wurden die wertvollen Handschriften leichtfertig 
verstreut. Dabei scheint manches verloren gegangen zu sein. 
Die fünf Bücher über die Dreiecke kaufte Willibald Pirk- 
heimer, der sie durch Johann Schöner zum Drucke be- 
fördern ließ. 

Wenn auch die roino (reomctrie in dieser Zeit 
zurücktrat, so finden wir doch bei einzelnen Mathe- 
matikern selbständige Leistungen. Regiomontan 
unterzog in einer Schrift vom Jahre 1463 die Kreis- 
(juadratur des Kusanus einer stiengen Kritik. Außer- 
dem schrieb er eine Einleitung zu einer beabsichtigten 
Euklidausgabe und versah eine Euklidhandsclmft mit 
Zusätzen, unter denen besonders die Lehrsätze über 
Stemvielecke hervorzuheben sind. 

Mit Stern Vielecken 1 »eschäf tigte sieh a\ leh L i o n a r d o 
da Vinci (1452 — 1519), der, ohne eigentlicher Mathe- 
matiker zu sein, doch bei jeder Gelegenheit sein Interesse 
an geometrischen Konstruktionen, besonders der regel- 
mäßigen Vielecke, bewies, wobei er nicht selten die 
Anwendung unveränderlicher Zirkelweite forderte. 

Bis in die zweite Hälfte des 15. Jahrhunderts 
dauert der durcii Jordanw^ \\T\v\\i^QW^\^<^ Ni<^^^Ss?^ x^x- 
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mittelto Einfliiß der arabischen Geometrie. Jetzt erst 
eröffnet der Humanismus ein direktes Zurückgehen auf 
die alten Quellen, zimächst auf die Agrimensoren, dann 
auch auf die älteren Originale, deren Kenntnis besonders 
durch die byzantinischen Gelehrten, die nach der Zer- 
störung Konstantinopels (1453) nach dem Westen zogen, 
verbreitet wurde. 



III, Neuzeit. 
1. Die Zelt des Aufschwunges der Algebra. 

Von größter Wichtigkeit ist die im 15. Jahrhunderte 
sich vollziehende Ausbreitung der Algebra über die 
Grenzen Italiens hinaus. Die älteste Spur einer 
deutschen Algebra finden wir in einer Münchener Hand- 
schrift vom Jahie 1461, die teils in lateinischer teils in 
deutscher Sprache die Suimne des damals in Deutsch- 
land vorhandenen mathematischen Wissens enthält. Wir 
finden dort den Algorismus propoiüonum des Oresme, 
die Geometrie des Bradwardin, die geometrischen 
Schriften des Kusanus, die Geometria practica des 
Dominicus de Clavasio, femer eine vollständige Brudi- 
rechnuug, dann zahlreiclie Eegeln ziu* Lösung von Auf- 
gaben. In diesem Zusammenliange erscheint das er- 
wähnte deutsche Stück Algebra, dessen Anfang lautet: 
„Machmet in dem ixiech algebra und almalcobula hat 
gepruchet diese Wort census, radix, numerus. Census 
ist ain yede zal die in sich selb multiplicu't wirt, das 
ist numerus quadi'atus. Radix ist die wurtz der zal 
oder des zins. IV^wmerus ist ain zal für sich selb ge- 
merJtetj nit als sie ain zins oder ain \\v\Yly. \^\.>^ Yiax^wfe 
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ersehen wir, daß ein Auszug aus der Algebra des 
Alcliwarizmi vorliegt. 

Einen Dresdener Handscliriftenband aus derselben 
Zeit, der verscliiedene algebraische Abhandlungen ver- 
einigt, benutzte Johann Widmann von Eger, der 1489 
sein Werk „Behennd und hübsch Eechnung uff allen 
kauffmannschafften'^ veröffenthchte. Diese Schrift ent- 
hält als erste Abteilung „Von kunst und art der zal 
an yr selbst" das Rechnen mit ganzen und gebrochenen 
Zahlen' als zweite Abteilung „Von der ordnimg der 
zal" die Lelire von den Proportionen, die Regeldetri 
imd eine Menge von einzelnen Aufgaben verschiedensten 
Namens. Hier erscheinen zuerst die Zeichen + ^^^^ 
— und werden nicht einmal als neu eingeführt. Hier 
finden wir auch eine „Regel Algobre oder Gosse" er- 
wähnt, das älteste Zeugnis dafüi^, daß man in Deutsch- 
land wußte, daß in Italien, wohin allein das Wort 
„Gosse" verweisen kann, die Algebra in Übung wai*. 

Im dritten, geometrischen Teile beruft sich Widmann 
auf Julius Frontinus. Die Schwierigkeiten der Teiminologie 
in deutscher Sprache sehen wir aus Definitionen wie: Punktus 
ist ein klein Ding, das nit zu teilen ist; Angulus ist ein 
Winkel, der da gemacht ist von zweien Linien. Man unter- 
scheidet „gescherffte" (spitze) und „weyte" (stumpfe) Winkel. 

Die Lehre von den Gleichungen führte bei den Italienern 
verschiedene Namen. Außer Algebra auch ars magna (im 
Gegensatze zu ars minor, der gemeinen Arithmetik), ars rei 
et census (res, das Ding, bedeutet die Unbekannte, census 
ihr Quadrat). Von der Bezeichnung cosa (= causa) für die 
Unbekannte stammt der Name regola della cosa und daher 
die „ars cossica**, die „Goß" der deutschen Algebraiker des 
15. und 16. Jahrhunderts. 

Widmann ist der eiste, der an einer Universität — 
in Leipzig — Vorlesungen über Algebra abhielt. Er 
le^o dabei den crwähnlew Y^y^^^'^w^v ^^^ssäsx^S^'^säs. -c^v.- 
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f^runde, dem er selbst einige Aufgaben beifügte. Alles 
in allem ergibt sich folgendes: Algebra gelehrten Ur- 
sprunges aus der Schule des Jordanns war um die 
Mitte des 15. Jahrhunderts in Deutschland bekannt, 
mit ihr vereinigte sich Algebra italienisch-kaufmännischen 
Ursprunges und Widmann ist der erste, bei dem wir 
diese Vereinigung nachweisen können. 

Italienischer Einfluß macht sich auch geltend in 
einem mathematischen Werke ersten Ranges, das der 
Franzose Nicolas Chuquet in Lyon 1484 imter dem 
Titel „Triparty en la science des nombres'* veröffent- 
lichte. Der erste Teil handelt vom Rechnen mit ratio- 
nalen Zalden. Wir erwähnen die hier vorkommenden 
Bezeichnungen Million, Million von Millionen oder auch 
Bj'llion, Tryllion usw. Sehr bemerkenswert ist die ge- 
meinsame Betrachtimg einer arithmetischen und geo- 
metrischen Reihe: 

1 2 a . . . n 

■> ** II 

a <i" a* . . . a . 

Multipliziert man, sagt Chuquet, zwei Glieiler der 
unteren Reihe, so erhält man wieder ein Glied der- 
selben Reihe, dessen in der ol)eren zu suchende 
Ordnungszahl die Summe der Ordnungszahlen der 
beiden Faktoren ist. Damit ist der Gedanke logarith- 
nüschen Rechnens ausgesprochen, wenn auch ein wirk- 
liches Rechnen erst mehr als hundert Jahre sj)äter 
darauf gegründet wurde. Den Abschluß des ersten 
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Teiles bildet ein Mittelwertsatz zur nähern ngs weisen Auf- 
lösung von Gleichungen. Der zweite Teil behandelt 
Irrationalzahlen. 

f/n clritt^n Teile finden wir die Algebra. Während 
Chuqiiots Vorbildor für die einzelweiv l\Aow7.c^w v\^\ V>\i- 
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l)ekannten eigene Zeichen verweDden, ersetzt er sie 
durch kleine rechts oben angeschriebene Zahlen. So 
bedeuten 12^, 12-, 12-^ nach heutiger Bezeichnung 
12 X, 12x2, I2x'^. Folgerichtig bezeichnet er die 
Zahl 12 selbst durch 12^, ja er scheut sich nicht, 
sogar negative Exponenten ein zuführen. Seine Gleichungs- 
auflösungen zeigen eine auffallende Ähnlichkeit mit dem 
heutigen Verfahren; z. B. 

U* 4»jji p 2^ p 1 egaulx a 100 Vi x^ + 4 x + 2 x + 1 = 100 
R»4^p4^dunepartet99i^2Maultre 14x2 + 4 x = 99 - 2 x 
4^p4^ egaulx a9801 in 396^p42 4xH4x = 9801-396x-h4x- 
400^ dune part et 9801 daultre 400 x = 9801 . 

Überall bewundern wir den klaren Blick, der nicht an 
Sonderf«allen haftet, sondern sich dem Allgemeinen zu- 
wendet. 

Da Chuquets AVerk nicht im Drucke erschien (erst 
1880 AN^urde es gedruckt) und überdies dem Verständ- 
nisse der Zeitgenossen ei'hebliche Schwierigkeiten bot, 
erlangte es bei weitem nicht den verdienten Einfluß. 
Um so größere Verbreitung fand das gleichzeitige Werk 
„Summa de Arithmetica Geomctria Proportioni et Pro- 
portionalita" des Luca Paciuolo, das 1494 in Venedig 
gednickt wurde. Es enthält neben der j)raktischen 
Arithmetik die ganze Algebra in den ersten vier Ab- 
schnitten, Geometrie und Stereometrie im engsten An- 
schlüsse an Leonardo von Pisa im fünften Abschnitte. 
Als besondere Verdienste des Paciuolo wollen wir 
hervorheben, daß er das Halbieren und Verdoi)peln aus 
der Reihe der Rechnungsarten ausschloß, daß er femei- 
der modernen Divisionsmethodc (unterwärts) Bahn brach. 
Er nahm auch die zahlenthooi^tischen Untersuchungen 
des Jjoonavdo in sein \Vot\v awi \\w^ VC^^^v^'^x^^ vSa^^^^s^ 
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das mathematische Denken in einer Richtung, die über 
die praktischen Bedürfnisse hinausging. Die Summa 
ist das erste Lehrbuch der Rechenkimst, in dem 
Wahrscheinlichkeitsaufgaben vorkommen, während aller- 
dings der Begriff der Wahrscheinlichkeit im mathe- 
matischen Sinne schon älter ist. Yon heiTorragendem 
Werte sind die algebraisch gelösten Aufgaben der Geo- 
metrie, die den Zusammenhang von Algebra und Geo- 
metrie zum allgemeinsten Bewußtsein brachten. Fügen 
wir noch bei, daß vnv in dem i^ichhaltigen Werke 
auch eine Anleitimg zur doppelten Buchführung und 
einen Tarif, d. h. Münz-, Maß- imd Gewichtsvergleichiings- 
tabellen finden, so werden wir das Urteil M, Cantors 
begreifen, daß die Summa jenes Werk war, welches 
das Bedürfnis der Zeit erforderte, welches aber 
auch dieses Bedürfnis durcliaus befriedigte. Es 
begaim bei den ersten Anfangsgründen der Rechen- 
kunst und endete mit Aufgaben, die auch ein heutiger 
Leser nicht ohne Nachdenken lösen kann. Es enthielt 
Vorschriften, die außerhalb des Gebietes der Rechen- 
kunst fielen, aber für den Kaufmann von Bedeutung 
waren; es entstammte der Feder eines Maiuies, der 
früher in kaufmännischen Ki-eisen lebte, sj^äter an ver- 
schiedenen Hochschulen als Lehrer tätig war. 

Paciuolo veranstaltete ferner eine Euklidausgabe, die 
im Jahre 1509 bei Ratdolt in Venedig erschien. Die 
erste Druckausgabe des Euklid, enthaltend die aus dem 
Arabischen stammende Übersetzung und die Anmerkungen 
des. Campanus, war von demselben Buchdrucker im Jahre 
1482 hergestellt worden . 150 5 veröffentlichte Z a m b e r t i 
eine Euklid Übersetzung aus dem Griechischen und erging 
s'/b/f dann In heftigstem Tadel gegen Cami)anus. Paciuolos 
^uJdid ist als oi/^e jEiireurettung des CamijiÄWw^ tvsvL\5ß»^\i'fe\\. 
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Driickausgabeu älterer Mathematiker veranstaltete 
auch der Franzose Lefevre ans Etaples (Faber Stapn- 
lensis 1455 — 1537) in der ansgesprochenen Absicht, 
dadurch dem Tiefstande der IVIathematik an der Pariser 
Universität abzuhelfen. 1496 gab er die Arithmetik 
des Jordanus Nemorarius heraus, 1514 die Werke des 
Nikolaus von Kusa, 1516 die Elemente Euklids (in der 
berühmten Druckerei des Stephanus) nach der Über- 
setzung des Campanus und des Zamberti. 

Die vielverheißenden Ansätze der Algebra in Deutsch- 
land und Italien im 15. Jahrlumderte gelangten im 
Laufe des folgenden Jahrhunderts zu erfreulicher Ent- 
faltung. Das erste deutsche Lehrbuch der Algebra ist 
das Eechenbuch des Heinrich Schreiber aus Erfurt, 
genannt Grammateus, Lehrers an der Wiener Uni- 
versität, dessen bemerkenswerter Titel zugleich eine 
vollständige Inhaltsangabe umfaßt: „Ayn new kunstlich 
Buech, welches gar gewiß und behend lernet nach der 
gemainen regel Detre, welschen practic, regeln falsi un 
etliche regeln Gösse mancherlay schöne un zuwissen 
notürfftig rechnug auf kauffmannschafft. Auch nach 
den Proportion der kunst des Gesägs jm diatonischen 
geschlecht auß zutayl§ monochordu, orgelpfeyffe vn 
ander jnstrument auß der erfindung Pythogore. Weytter 
ist hierjnnen begriffen bueclihalten durch das Zomal, 
Kaps und schuldbuch. Visier zumachen durch den qua- 
drat vn triangel mit vil andern lustigen stücken der 
GSometrey. Gemacht auff der löblichen hoen schul zu 
Wien in Oesterreich durch Henricu Grammateum, oder 
schreyber von Erffurdt der siebe freyen künste Maister. 
Mit Kayserhche gnaden vnd Privilegien das buech nicht 
nach zu trucke in sechs jare." Am Ende: „Gedruckt 
zu Nürnberg durch Johauiiem ^Ivv^Vä i\vt \i^^i»s. ^^sssi^r 
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See Büchfiuer vnd Bürger zu Wien." Wir sehen, daß 
Gminmateus eine gewisse Vollständigkeit anstrebte, wie 
sie in der Summe des Paciuolo erreicht ist, die ihm 
als Vorbild gedient haben mag. Er läßt auch zuerst 
unter den deutschen Schriftstellern das Halbieren und 
Verdoppeln weg. Die sogenannte welsche Praktik ist 
nichts anderes als die sdte ToUetrechnung. In der 
Algebra behandelt er dieselben sieben Gleichungsformen, 
die sich schon in der Dresdener Algebra vorfinden. 
Seine Musterbeispiele sind :2x = 4,3x2 = 27,2x''^=128, 
2x2 + x== 55^ 2x2+ 18 _ i5x, 12x + 24 = 3] g-x^, 
5x^ = 20 480. 

Die im Titel enthaltenen Namen Zomal und Kaps sind 
Journal und Kapsel, d. i. das Tagebuch und das Kassabuch 
zur Aufzeichnung des in einer Kapsel verwahrten Bargeldes. 

Charakteristisch für das 16. Jahrhundert ist das 
Auftreten zahlreicher Rechenbücher, die je nach den 
Schulen, für die sie bestimmt waren, in lateinischer 
oder deutscher Sprache das Reclmen „auf den Linien'* 
und „auf der Feder'' in größerem oder geringerem Um- 
fange lehrten. Daß sie einem Avirklichen Bedürfnisse 
entgegenkamen, beweisen die oft zahlreichen Auflagen, 
die sie erlebten. Wir nennen einen Algorithmus linealis 
von Balthasar Licht (Leipzig 1500), Johann von 
Landshut (Krakau 1513), Heinrich Stromer (Wien 
1520), das Enchiiidion des Johann Huswirt (1501), 
den Algorithmus des Theoderich Tzwivel (1507), die 
Rechenbücher des Jakob Köbel (1514, 1520), der noch 
die römischen Ziffern als „die gewenlich teutsch Zal*^ im 
Gegensatz zu der „Ziffern zale'* benennt, des Johann 
ßöschenstein (1514), des Peter Apianus (1532), 
der seit Grrammateus der erste Universitätslehrer (Ingol- 
sfadt) war, der ein deutsches Rec\\ew\mc\\ verfaßte, des 
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Gcmma-Frisins (1550), des Georg J?oichel stein 
(1532), der als emer der Ersten in Deutschland die 
Hechenregeln in Reime braehte; z. B. 

„So du magst von der obem nit 
Ein Ziffer subtrahim mit sitt, 
Von zehen sollt sie ziehen ab, 
Der nechst under addir eins knab." 

Der beraiimteste unter den deutschen Ptechennieistern 
ist Adam Riese (1492 — 1559), dessen Rechenbücher 
weiteste Verbreitung fanden. Er veröffentlichte 151N 
eine Rechnung auf der Linie, 1522 ein Rechenbuch 
auf der Linie und Feder. Das dritte und häufigste 
Buch fOhi-t den Titel „Rechnung nach der Lenge auff 
den Linichen und Feder. Darzu forteil und behendig- 
keit dui'ch die Proportiones Practica genmint mit grünt- 
lichem untenicht des Visierens. Durch Adam Riesen 
im 1550 Jai*". Diese Rechenbücher ragen nicht so- 
wohl inhaltlich, als vielmehr in methodischer Hinsicht 
hervor imd lassen den erfahrenen Lebrer erkennen. 
Wir finden überall das Aufsteigen vom Konkreten zum 
Abstrakten, vom Einfachen zum Zusammengesetzten. 
Endlich legt Riese besonderes Gewicht auf die stete 
Übung des Erlernten, die ja gerade beim Rechenunter- 
richte von der größten Bedeutung ist. Er ist uner- 
schöpflich in „holdseligen" Exempeln, die in immer 
neuem Gewände den alten Stoff diU'stellen. Und ent- 
sprechend dem Wunsche des rechnenden Publikums 
seiner Zeit setzte er den Mechanismus des Verfahrens 
bei jedem Beispiele auseinander. Diesen Umständen 
verdankten seine Rechenbücher ihre Popularität, ihre 
weite Verbreitung und ihi-en 200 Jahre dauernden Ge- 
brauch. Bemerkenswert ist, das Riese das AVort 
Million nur in der Yerbinduuvi; .^eiue Million Gulden" 
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gebrauchte, die unbenannto Zahl aber durch „tausend 
tausend" bezeichnete. 

Außer den gedruckten Scliriften hinterließ Riese 
auch eine handschriftliche Goß (vollendet 1524), die 
sich eng an die Dresdener Algebra anschließt. Daduröh, 
daß Eiese den in seiner Vorlage als Wurzelzeichen 
dienenden viereckigen Punkt rechts mit einem schrägen 
Striche versah, wurde er der Urheber des noch heute 
üblichen Wurzelzeichens. 

Yolleu Beifall errang die im Jahre 1525 gedruckte 
Goß des Ghristoph Rudolff. Der erste Teil ist der 
Rechenkunst gewidmet und entspricht inhaltlich einem 
von demselben Verfasser 1532 herausgegebenen Eechen- 
buche. Doch weist letzteres manchen Fortschritt auf. 
Wir finden dort das Wort „Million", ferner die Regel 
für die Division durch 10, 100, 1000 usw., man solle 
so viele Ziffern „mit einer virgel" abschneiden, als der 
Divisor Nullen besitze, eine Methode, die schon Regio- 
montan geübt hatte. Bei Abfassung der Goß bediente 
sich Rudolff einer Wiener Handschrift „Regulae Cosae 
vel Algebrae", einer trefflichen Abhandlung, deren kurze 
und dennoch klare Regeln einen selu* angenehmen Ein- 
druck machen; z. B. Gonditiones circa + vel — in 

additione. "^ . / :fecit '^ . Si fuerit ( . , ^, 
— et—/ — / \— et+/' 

simpliciter subtrahatur brevior numerus a majori et 
residuo sua adscribatur nota. Auch zahlreiche Bei- 
spiele in lateinischer imd deutscher Sprache sind den 
Regeln beigefügt. Trotz der freien Benutzung der 
Zeichen + und — kannte Rudolff doch nur positive 
Gleichungswurzeln, er bediente sich auch für die 
Potenzen der Unbekannten noch immer der bei den 
a/fen Cossisten üblichen Symbole *, öi^^e^e^ machte er 



Die Zeit des Aufschwunges der Algebra. 81 

darin einen wichtigen Fortscliritt, daß er endlich die 
zahlreichen Eegeln wegließ und sich auf die allgemeinen 
Gleichungsformen beschränkte. Als Wurzelzeichen 
wendete er, gleich Riese, den Haken (viereckiger 
Punkt mit schrägem Striche) an. Ein einfacher Haken 
bedeutete die Quadratwurzel, ein zweifacher die vierte, 
ein dreifacher die dritte Wurzel. Auch die in seinen 
Vorlagen enthaltenen Beispiele vermehrte er erheblich 
durch kubische Aufgaben sowie durch bestimmte und 
unbestimmte Gleichungen mit mehreren Unbekannten. 

Den Anhang zu Rudolffs Rechenbuche bildet die 
j.Schimpffrechnung", eine Sammlung von Rechenscherzen 
und Rechenrätseln, worunter sich auch die Aufgabe 
von der gemeinsamen Zeche (regula coeci, regida vir- 
ginum, regula potatonmi) befindet, eine unbestimmte 
Gleichung, die in allen Aufgabenbüchem wiederkehrt. 

Das Hauptwerk der deutschen Goß ist die „Arith- 
metica integra" des Michael Stifel (1486 oder 1487 
bis 1567), die 1544 gedruckt wurde. Mit diesem 
Werke erweist sich Stifel nicht bloß offenkundig als 
den weitaus bedeutendsten Cossisten, sondern auch als 
den ersten großen deutschen Zahlentheoretiker, ja als 
einen der größten für alle Zeiten, da er ganz neue 
Probleme in Angriff nahm. 

Das Werk ist eingeleitet durch eine Vorrede 
Melanchthons, der sich überhaupt bei jeder Gelegen- 
heit in Wort und Tat als Freund unserer Wissenschaft 
bewährte und den mathematischen Unterricht besonders 
dadurch förderte, daß er Sorge tnig, überall, auch in 
den nicht gelelirten Schulen, das alte römische Rechnen 
durch das indische zu ersetzen und vor allem statt 
der römischen Zahlzeichen die indisch-arabisohen ein- 
zuführen. 

Sturm, Geschichte der Mathematik. ^ 
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Das 1. Buch handelt über die i-atioualen Zahlen. 
Hier finden wir die Zusammenstellung einer arithme- 
tischen und geometrisclien Reihe, die wir schon bei 
Chuquet antrafen, aber mit erheblichen Zusätzen. Stifel 
erweitert beide Eeihen auch nach links, z. B. 

-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 
i, i, i, 1, 2, 4, 8 

und sagt, es wäre möglich, an dieser Stelle ein ganz 
neues Bnch über die wunderbaren Eigenschaften der 
Zahlen einzuschalten, wodurch er vorahnend die Frucht- 
l)arkeit des Begriffes bekundet, den man später das Loga- 
rithmieren nannte. Er nennt die Glieder der arith- 
metischen Reihe „Exponenten" der entsprechenden 
Glieder der geometrischen Reihe. 

Stifel machte auch den ersten Schritt zu einer Er- 
weiterung des Begriffes der Wurzel, indem er das 
Wurzelausziehen weiter, ja man kann sagen beliebig 
weit ausdehnte. Zu diesem Zwecke stellte er eine 
Tafel der Binomialkoeffizienten bis zur 17. Potenz zu- 
sammen mit der Bemerkung, daß „ihre Fortsetzung ins 
Unendliche jeder leicht einsieht, wenn er erst die Art 
sie herzustellen erkannt hat." Bei der ausführlich au.^- 
einandergesetzten Bildung dieser Tabelle geht Stifel von 
dem Satze aus, den wir jetzt so zu schreiben pflegen: 

r+1 

Dies ist das erste nachweisbare Auftreten des sogenannten 
Pascalschen Dreieckes in Europa. In China treffen wir diese 
Berechnung der Binomialkoeffizienten, und zwar genau in der 
heute üblichen Anordnung schon in einer Schrift aus dem 
Jahre 1303. 

Wir finden femer in diesem Buche interessante Ab- 
schnitte über TeiJ bar keitsregeln, vollkommene Zahlen, 
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Primzahlen. Die Anzahl der Teiler eines Produktes 
von n Primzahlen wird nach Cardano zu 1 + 2 -f 2^ 
+ ... + 2°~* angegeben. Diametralzahl heißt das Pro- 
dukt zweier Zahlen, deren Quadratsumme ein rationales 
Quadrat gibt. Da unzählige rechtwinklige Dreiecke gleiche 
Hypotenuse haben, so gibt es auch mehr ads eine Quadratzahl 
mit gleicher Quadratsummeihrer Faktoren, z. B. 652=25^ 
+ 602 = 392 + 522; daher sind 25.60 = 1500 und 
39*52 = 2028 Diametralzahlen von gleichem Dia- 
meter. Stifel führt diese Untersuchung so weit, daß 
er zu der richtigen Behauptung konmit, ein Produkt a b 
sei dann und nur dann eine Diametralzahl, wenn 
a:b = (2n2 + 2n):(2n+ 1) oder a:b = (4n2 + 8n 
+ 3):(4n + 4) sei. 

Eine andere Aufgabe ist die des zirkulären Ab- 
zählens, eine Art von Schließungsproblem. Die 4 n — 4 
Randfelder eines aus n^ kleineren Quadraten bestehenden 
Quadrates sollen mit Ordnungsziffem versehen werden, 
indem man, auf irgend einem Randfelde beginnend, 
nach Abzahlung einer bestimmten Felderzahl in be- 
stimmter Richtung eine Ordnungsziffer einsetzt, bis 
sämtiiche Felder mit Ausnahme der ersten beziffert 
sind; es fragt sich, wieviel Felder jedesmal abzu- 
zählen sind, damit die Aufgabe erfüUt werde. Weiter 
beschäftigte sich Stifel mit der Herstellung von Zauber- 
quadraten. 

Magische Quadrate werden so hergestellt^ daß man alle 
Zahlen von 1 bis n* in ebenso viele schachbrettartig geordnete 
Felder verteilt, so daß die Summe der Zahlen in jeder Hori- 
zontalreihe, in jeder Vertikalreihe und in beiden Diagonal- 

n*(n^+l) 
reihen stets dieselbe wird, nämUch — ^^-^ — - , da 1-1-2 + 3 

ji2 (n« 4-1) ^ 

4" . . . + n* = — — in n Reihen von gleicher Summe 



verteilt ist. Ein bekanntes Beispiel iat das Quadrat der ersten 
16 Zahlen auf Dfirers Kupferstich „Melencolia" : 
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Die Beschäftigung mit Zauberquadraten treffen wir bei Indem, 
Chinesen, Arabern, Byzantinern; der erste deutedie Mathe- 
matiker, der ilinen sein Interesse zuwendete, war Adajn 
Riese in seinem Bechenbuche von 1632. 

Das 2. Buch handelt vom Irrationalen im engen 
Anschlüsse an das 10. Buch der Elemente Euklids. 
Ausgehend von dem Satze, daS durch Multiplikation 
eines Bruches mit sich seilet niemals eine ganze Zahl 
entstehen könne, zeigt er, daß ein Irrationales nie gleich 
sein kSnne einem Bationalen, wenn es auch zwischen 
zwei Eationalzahlen falle. Daher leugne Euklid die 
Zahleigen Schaft des Irrationalen und handle im 10. Buche 
nur von irrationalen Strecken. So iat das 2. Buch der 
Arithmetica integra eine fortlaufende Erläuterung jenes 
schwierigen Euklidischen Buches, wobei sich Stifel ein^ 
bequemen Zeichensprache bediente. Er gebrauchte die 
Zeichen -J- uod — und brachte System in die von Iti^e 
und Rudolff eingeführte Wurzelbezeichnuug, indem er 
dem Wiu-zelhaken seine Potenzzeichen beifügte und da- 
durch auch in der Darstellung dem Wurzelbegriff die 
allgemeinste Entfaltung verlieh. 

Das 3. Buch enthält die Algebra. Hier räumt Stifel 

vor allem mit den acht Glcichungsformen und zahlreichen 

Regeln der Vorgänger, die er als „vexationes populi", 

MenBcheBgu^ßTei, bezeichnet, avii \m4 eraaM sie durch 
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eine einzige. Auch für mehrere Unbekannte und ihre 
Potenzen stellt er symbolische Bezeichnungen auf. Die 
regelrechte Anordnung einer Gleichung ist nach seiner 
allgemeinen Vorschrift die, daß die höchste Potenz der 
Unbekannten mit positivem Koeffizienten auf der einen, 
alles übrige auf der anderen Seite der Gleichung steht; 
doch bedient er sich auch anderer Anordnungen, ja in 
einem Falle reduziert er die Gleichung auf Null. Wie 
für die anderen Cossisten haben auch für Stifel nur 
positive Gleichungswurzeln einen Sinn. Negative Zahlen, 
die er im Gegensatze zu den „wahren" „absurde" Zahlen 
nennt, erklärt er als der erste für kleiner als Null, welche 
die Mitte zwischen beiden einnehme. Am Schlüsse 
des 3. Buches werden schwierigere Aufgaben des Car- 
dano behandelt, wobei es sich gewöhnlich um Zurück- 
f ührung der Gleichung auf einen niedrigeren Grad handelt, 
die aber nicht nach einem allgemeinen Yerfahren, sondern 
durch besondere Kunstgriffe ausgeführt wird. 

Em Jahr später (1545) veröffentlichte Stifel die 
„Deutsche Arithmetica", die nicht für wissenschaftliche 
Kreise berechnet war und daher im ersten Teile nur 
das Eechnen auf den Linien, dieses allerdings in vollem 
Umfange sogar bis zum Ausziehen dritter und vierter 
Wurzeln, im zweiten Teile die Goß bringt, deren Auf- 
gaben bis zu den gemischt quadratischen Gleichungen 
führen. 

1553 veranstaltete Stifel eine neue Ausgabe der 
Rudolffschen Goß, deren Inhalt er erläuterte und weiter 
ausführte. Besonders zu erwähnen ist die Wurzelaus- 
ziehung aus algebraischen Ausdrücken, wobei er sich 
wieder der Tafel der Binomialkoeffizienten bediente. 
Stifel, der aus Cardanus die Reduktion höherer Glei- 
chungen auf niedere durda. ^ws^^^Nfi^Tlv^^^ V^sk^kö^ 
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gelernt hatte, meinte nämlich, daß auf solche Weise 
die Lösung aller Gleichimgen möglich sein müsse. 

Schon Rudolff hatte seine Goß mit einer Hiudeutmig 
auf die kubischen Gleichimgen geschlossen. Dies veran- 
laßte Stifel, die unterdessen veröffentlichte Lösung und 
Beispiele dazu beizufügen imter dem Namen der „Cubiccoß". 

Die Werke Stifels wurden von den Mathematikern 
aller Länder eifrig ausgebeutet, so daß der Einfluß der 
deutschen Goß neben der italienischen Algebra allgemein 
maßgebend wurde. 

Den wichtigsten Fortschritt machte in der ersten 
Hälfte des 16. Jahrhunderts die Algebra in Italien durch 
die allgemeine Lösimg der Gleichungen des dritten 
und vierten Grades. Im Verlaufe der Geschichte dieser 
Entdeckung treten besonders die Namen Hieronimo Car- 
dano (1501—1576), Nicolo Tartaglia (1501?— 1557) 
und Luigi Ferrari (1522 — 1565) hervor,- deren Träger 
durchwegs bedeutende Mathematiker, aber abenteuerliche 
Charaktere waren, so daß es nicht möglich ist, aus dem 
Getümmel leidenschaftlicher Fehden, die sie imterein- 
ander führten und die weit über die gelehrten Kreise 
hinaus Parteiungen erregten, die Wahrheit herauszuhören. 

Schon am Anfange des Jahrhunderts war Scipione 
del Ferro (f 1526) im Besitze der Auflösung der kubischen 
Gleichimg von der besonderen Form x^ + a x = b ; diese 
Kenntnis erlangte späterhin auch Tartaglia und durch 
ihn Cardano, der sie 1545 veröffentlichte und zwar 
gegen den Willen Tartaglias. Zugleich teilte Cardano 
auch die durch seinen Schüler Ferrari vollzogene Lösung 
der biquadratischen Gleichung, die kein kubisches GEed 
enthält, mit. Die Yeröffentiichungen erfolgten in dem 
Werke „Artis magnae seu de regulis aJgebraicis über 
i/i2iis'' (g-ednickt 1545 in Nürnberg). 
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Cardano behandelt nicht bloß die Gleichnngslbrmon 
x'^ + a X = b , X'*^ = a X + b und x^ + b = a x , deren 
Lösung ihn Tartaglia mehr oder minder deutlich ge- 
lehrt hatte, sondern auch x'^ = a x'^ + ^> ? x"^ -}- a x^ = b , 

x^ + b == ax^ . Die beiden ersten werden durch x = y + — , 
a "^ ^^ 

X = y — — vom (quadratischen Gliode befreit. Die dritte 
B 3 . - 

l^b- 
Form behandelt er durch x = ^^ — , wodurch sie in 

3,- y 

y3_|-b = ayb«y übergeht. Kubische Gleichungen mit 
vier Gliedern führt er durch Substitutionen, die stets 

auf X = y + - hinauskommen, auf frühere Formen zu- 

3 

rück. Er fand zuerst drei Wurzeln kubisclier Gleichungen, 
während fniher nie Gleichungen mit mehr als zwei 
Wurzeln bekannt geworden waren; er erkannte den Zu- 
sammenhang des Koeffizienten des quadi'ati sehen Gliedes 
mit der Summe der Wurzeln, aucli im Falle gleicher 
Wurzeln. 

Hier finden wir auch eine Näherungsmethode zur 
Auflösung von Gleichungen, die erste, die in Europa 
veröffentlicht wurde. Canlano leitet sie aus dem doppelten 
falschen Ansätze her, der von nun an wahren Näherungs- 
methoden Platz machte. Er scheut sich auch nicht, in 
diesem Werke mit Quadratwurzeln aus negativen Zahlen 
zu rechnen, die er selbst in einer früheren Abhandlung 
für ganz unmöglich erklärt hatte. 

In umfassender Weise kommt er auf das Imaginäre 
noch einmal in einem späteren Werke, der „Regula 
Aliza" von 1770, zu sprechen, wo wir auch den Aus- 
spruch finden, es sei leicht, eine, auch wohl mehrere 
Wurzeln zu entdecken, ^ngutv v\\g ^V\0wsv\s%^^^^^ss5^^ 
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eine zusammengesetzte Zahl ist; falls sie aber eine Prim- 
zahl ist, so sei es schwer, auch nur eine Wurzel zu finden. 
Cardano kannte also die Entstehung der Gleiehungs- 
konstante als Produkt der Wurzeln. 

In der nachgelassenen „Ars magna arithmeticae" be- 
hauptet er, allerdings ohne Beweis, falls eine Gleichung 
n-ten Grades, auf Null reduziert, nur einen Zeichen- 
wechsel der Glieder wahrnehmen lasse, so sei immer 
eine und nur eine positive Wurzel vorhanden; zwei- 
maliger Zeichenwechsel sei das Kennzeichen mehrerer 
positiver oder lauter imaginärer Wurzeln; auf voll- 
ständiges oder unvollständiges Vorhandensein der Glei- 
chungsglieder kommt es nicht an. 

Wir verdanken Cardano auch die erstmalige richtige 
Beantwortung von Wahrscheinlichkeitsproblemen in der 
„Practica Arithmeticae et mensurandi generalis" von 1539, 
wo er eine von Paciuolo nicht entsprechend gelöste 
Aufgabe richtig erledigt. Hier finden wir auch schon 
die Aufgabe, die man 200 Jahre später „Petersburger 
Aufgabe" nannte: Ein Reicher und ein Armer spielen 
um gleichen Einsatz. Gewinnt der Arme, so wird am 
folgenden Tage um verdoppelten Einsatz gespielt und 
dieses Verfahren foiigesetzt; gewinnt der Reiche, so ist 
das Spiel sofort zu Ende. In einem nachgelassenen Werke 
„Über das Würfelspiel" spricht er mit klarer Einsicht das 
später so genannte „Gesetz der großen Zahlen" aus. 

Das Hauptwerk Tartaglias, der „General Trattato di 
numeri et misure" (1556 — 1560), ist ein vortreffliches 
Lehrbuch der Rechenkunst mid Geometrie von großer 
Reichhaltigkeit und Klarheit, in dem uns auch manches 
Neue begegnet, danmter einige Reihenbetrachtungen und 
Jcomhinatorisdic Aufgaben, ferner eine wirkliclie Methode 
ßvm Bationalmaßh^n. zweigliedrigeY ^eoxvsv. 
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Yon besonderer Bedeutung erscheint eine Aufgabe 
aus der Lehre von den Maximalwerten einer Funktion: 
Die Zahl 8 soll in zwei Teile geteilt werden, die mit- 
einander und überdies mit ihrer Differenz vervielfacht 
das größtmögliche Produkt hervorbringen. Tartaglia 
sagt: Man halbiere 8; das Quadrat der Hälfte, vermehrt 
um sein Drittel, ist dann das Quadrat der Differenz 
der beiden Teile. Allgemein lautet also die Kegel, 
wenn a die Zahl und x, y die beiden Teile sind, 

/a\^ 1 /a\^ a^ 
folgendermaßen: (x — y)^ = I - j + - ( - 1 = ^ , also 






Der letzte Abschnitt des Werkes enthält die Algebra, 
die jedoch über quadratische Gleichimgen nicht liinaus- 
geht. Den Glanzpunkt des „General Trattato" bilden 
die geometrischen Kapitel, deren zahlreiche — häufig 
auf den Gebrauch unveränderter Zirkelweite einge- 
schränkte — Konstruktionsaufgaben Tartaglia als ge- 
wandten imd geistreichen Geometer erkennen lassen. 

Als einfache Beispiele der interessanten Konstniktionen 
mit einer Zirkelöffnung führen wir folgende an : Eine Strecke 




Fig. 6. 

in eine beliebig gegebene Anzahl gleicher Teile zu teUexs., 
üxn die Endpunkte der Slte«i\L^ ^et^«^ \s!L>X» \^\ö. '^'^^'«össö^ 
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Zirkel Kreise beschrieben und auf ihnen Bogen von 60® vom 
Schnittpunkte der Strecke aus aufgetragen, auf dem einen 
Kreis nach oben, auf dem anderen nach unten. Die Mittel- 
punkte der Kreise verbindet man mit den so auf den Kreisen 
selbst bestimmten Punkten durch Radien, die parallel sind 
und auf das n-(z. B. 3-)fache verlängert werden. Die Ver- 
bindungslinien der entsprechenden Punkte auf diesen beiden 
Strecken schneiden die gegebene Strecke in den gesuchten 
Punkten. — Über einer Strecke AB ein gleichseitiges 
Dreieck zu zeichnen. Man schneide von A aus auf der 




(eventuell verlängerten) AB mittels des gegebenen Kreises 
AI) ab und ebenso von B aus BO, konstruiere über AD und 
BC die gleichseitigen Dreiecke, wodurch nian E als dritten 
Eckpunkt des gleichseitigen Dreieckes über AB erhält. (Fig 6.) 

Obwohl in dieser Periode des Aufschwunges der 
Algebra die Greometrie zunicktreten mußte, beweist uns 
doch das Beispiel Tartaglias, daß es nicht ganz an 
Männern fehlte, die ihr verständnisvolle Beachtung 
widmeten. Diese Tatsache finden wir bestätigt, wenn 
wir einen Blick auf die anderen Länder werfen. Wir 
heben den Portugiesen Pedro Nun ez(Nonius, 14 92 — 1577) 
hervor, der den Kumbus, die Linie kürzester Schiffsbahn 
entdeckte, die später von Snellius Loxodrome benannt 
wurde. 

Nunez machte auch einen geistreichen Vorschlag für ge- 
naue Winkelmessungen, der aber mit dem sogenannten Nonius 
nichts 7Ai tun hat^ dessen Erfindung vielmehr dem deutschen 
Mathematiker Clavius (Klau) zuz\ischre\\>ew \a\* ^\^^. 
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Unter den Deutschen erwähnen wir Peter Apianus 
(Bienewitz, 1495 — 1552) und Gemma-Frisius 
(1508^ — 1555), der die ersten Vorschriften zu einer 
wahren Triangulation gab und damit an die Spitze 
der niederländischen geographischen Schule trat, deren 
Hauptvertreter, Gerhard Mercator, sein unmittelbarer 
Schüler war. 

Ein tüchtiger Geometer war Johannes Werner 
(1468 — 1528), ein griindlicher Kenner der grie- 
chischen Kegelschnittslehre und Freund strenger Be- 
weisführung. In einer seiner zalilreichen Hand- 
schriften trigonometrischen Inhaltes war die Erfindung 
der sogenannten Prost haphäresis (von jiQood^eoig, 
Addition und ätpaigeotg, Subtraktion) enthalten, der 
Vorgängerin des logarithmischen Rechnens, die Multi- 
plikationen dui-ch Additionen und Subtraktionen er- 
setzen lehrte. 

Neben Werner haben wir als hervorragenden geo- 
metrischen Schriftsteller zu nennen Albrecht Dürer 
(1471 — 1528), den größten deutschen Künstler des 
16. Jahrhunderts. 1525 veröffentlichte er ein Work 
unter dem Titel „Underweysung der messung mit dem 
Zirkel und richtscheyt in Jjinien ebnen vnd gantzen 
corporen durch Albrecht Dürer zusamen getzogen vnd 
zu nutz allen kunstliebhabendon mit zugehörigen figuren 
in truck gebracht", das eine reiche perspektivische Lite- 
ratiu* in Deutschland begründete. Unter den zahlreichen 
Kiurenkonstruktionen finden wir hier zum erstenmal 
die Epizykloide. 

Dürer ist der erste, der Näherungskonstruktionen 
stets mit dem vollen Bewußtsein ausführt, daß er es 
mit solclien zu tun liabe. So sagt er z. B. bei der 
Verwandjung des Quadrates» \\\ ^\\\fe\i ^^^^^*- ^^^^j^nsä. 
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ist noch nit von den gelerten demonstrirt. Meclianic5e 
aber das ist beyleyfig also das es im werk nit oder 
gar ein kleins feit mag dise vergleychnöss also gemacht 
werden." In der auf den Würfel angewendeten Lehre 
von der Beleuchtung und vom Schattenwerfen spricht 
er den Satz aus, daß alles, was zwischen denselben 
Grenzstrahlen enthalten sei, dem Auge in einer Größe 
erscheine, „es sey nahent oder fem, aufrecht vber ort 
oder krum". Auch die Zeichnungen zusammenhängender 
Körpemetze sind Dürers Erfindung. In allem bewährte 
sich Dürer als wahren Geometer, der geometrische 
Strenge mit Freude an der Gestalt verband. 

Dürer vermeidet die Fremdwörter. Er nennt die Kreis- 
fläche „eyn runde Ebne", das Quadrat „gefierte Ebne**, die 
Kugel „eyn kugelete Ebne", die Zylinderfläche „eyn bogen 
Ebne". Der Punkt heißt „eyn tupfF", Parallele „die alweg 
gleich weit von einander laufl'en" oder „eyn barlini", die 
Ellipse „Eierlinie", die Parabel „Brennlinie", die Hyperbel 
„Gabellinie" die Epizykloide „Spinnenlinie". 

Eine wissenschaftliche Tat vollzog 1533 Simon 
Grynäus der Ältere durch die erste Ausgabe des 
Urtextes der Euklidischen Elemente samt den Erläute- 
rungen des Proklus. Derselbe Gelehrte veröffentlichte 1538 
den griechischen Almagest, und 1 544 erfolgte unter Leitimg 
des Thomas Venatorius (Gechauff) eine Ausgabe des 
griechischen Archimedes. Zugleich wurden die Über- 
setzungen der griechischen Mathematiker bald ins 
Lateinische, bald in eine lebende Sprache immer häufiger 
(z. B. 1562 eine deutsche Übersetzung der ersten sechs 
Bücher der Elemente Euklids von Wilhelm Holzmann 
|Xylander], 1575 eine lateinische Diophantübersetzung 
von demselben). 

Infolgedessen nahm die Ausbreitung und Wert- 
schätzuDg ^eometrisclier Kenntmaso «.te\\^ tai xvsA qs 
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mehrten sich die Schriftsteller, die das von den Alten 
Überlieferte durch neue Gesichtspunkte zu bereichern 
strebten. Hierher gehören die Franzosen Johannes Buteo 
(1492 — 1572), ein geistvoller Geometer, mid Petrus 
Eamus (1515 — 1572), die Italiener Giovanni Battista 
Benedetti (1530—1590), Francesco Maurolico (1494 
bis 1575), Federigo Commandino (1509—1575), 
welche die Mechanik durch geometrische Begründung 
der Mathematik anzugliedern begannen. Die beiden 
Letztgenannten entwickelten überdies eine rege Tätig- 
keit als Übersetzer \md Herausgeber der antiken Mathe- 
matiker. 

Maurolico ist auch der Erfinder der Methode der voll- 
ständigen Induktion durch den Schluß von n auf n+1, 
einer der fruchtbarsten der gesamten Mathematik. 

Bedeutende Förderung auf dem angedeuteten Wege 
verdankt die Mechanik dem großen niederländischen 
Mathematiker Simon S tevin (1548 — 1620), der das Gesetz 
des Gleichgewichtes auf der schiefen Ebene und das 
hydrostatische Paradoxon entdeckte und Untersuchungen 
über die Stabilität schwimmender Schiffe und über den 
Seitendruck der Flüssigkeiten anstellte, wobei er sich 
infinitesimaler Zerlegung der Seitenwand bediente. 

Als gewandten Geometer erkennen wir Frangois 
Viöte (1540—1603), den größten französischen Mathe- 
matiker des 16. Jahrhunderts, aus seinen 1593 ge- 
druckten Werken: „Effectionum geometricarum canonica 
recensio" und „Supplementum geometriae". Das erstere 
ist eine algebraische Geometrie, d. h. eine Zusammen- 
stellung der Konstruktionen, durch die man gewisse 
Rechnungsaufgaben geometrisch lösen kann. Das zweite 
Werk behandelt Aufgaben, die nicht mehr mit Zirkel 
und Ldneal, sondern durch versckiödfööa ^^ssr^^sc^ \<s^ss»s. 
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sind. Hier findet sich als allgemeines Ergebnis der 
bedeutungsvolle Satz, daß jede kubische oder biquadra- 
tische Gleichung, wenn sie sonst nicht lösbar sei, da- 
diu-ch gelöst Averde, daß man sie entweder auf die Ein- 
schiebung zweier mittlerer Proportionalen oder auf eine 
Winkeldreiteiluiig zurückführe. Viete ist auch der 
eigentliche Entdecker der Ähnlichkeitspunkte zweier 
Kreise, wenn er auch die Anregung dazu aus Pappus, 
der 1588 durch Commandinus herausgegeben worden 
war, erhalten haben dürfte. In seinen „Yemiischten 
Aufgaben'* von 1593 ist der Kosinussatz ausgesprochen, 
ferner zum ersten Male das reziproke Dreieck eines 
sphärischen Dreiecks erwähnt. Das Bestehen polarer 
Beziehungen zwischen je zwei Sätzen der Sphärik, sogar 
die allgemeine Gültigkeit des Dualitätsprinzips, das 
im 1 9. Jahrhunderte ein Hauptwerkzeug der synthetischen 
Geometrie wurde, erkannte er mit voUer Klarheit. 

Im selben Jahre stellte Adriaen van Eoomen 
(Adrianus Romanus 1561 — 1615) eine öffentliche Auf- 
gabe, deren Lösimg auf eine Gleichung 45. Grades 
führte. Yiete ließ die Lösung schon 1594 im Drucke 
erscheinen. Sowohl der, der diese Aufgabe stellte, als 
auch der, der sie löste, mußte wissen, wie die Sehne 
des m-fachen Bogens aus der des einfachen gebildet 
werden kann. Viete ging aber noch weit darüber 
Mnaus. Er begnügte sich nicht mit der einen von 
van Boomen berechneten Wiu'zel, sondern gab alle 
23 positiven Wiu-zel werte. (Negative Gleichungswurzeln 
wurden auch damals noch nicht gezählt.) 

Auch von anderer Seite fand im 16. Jahrhunderte 

die Trigonometrie eifrige Pflege. Nikolaus Koper- 

nikus (1473 — 1543), der seinem unsterblichen Werke 

,yDo rcvohitionihns^* einen kiu-zen Tielivgang der Tiigono- 
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metrie einverleibte und der auch die Funktion Sekante 
in die Wissenschaft einführte, hatte als Schüler Georg 
Joachim Rhäticus (1514-^1576), den Yerfasser des 
großartigsten trigonometrischen Tabellenwerkes, in dem 
Sinus, Tangente und Sekante der um 10'' zunehmenden 
Winkel auf 10 Dezimalstellen berechnet waren. Es 
Avurde 1596 von Valentin Otho als „Opus Palatinum 
de triangulis" herausgegeben und enthielt auch eine 
vollständige ebene und sphärische Trigonometrie, in 
welch letzterer besonders die Unterscheidung der doppel- 
deutigen Fälle zu erwähnen ist. Noch genauere von 
Rhäticus verfaßte Tabellen, den „großen Kanon", gab 
Bartholomäus Pitiscus (1561—1613), der Urheber 
des Terminus „Trigonometrie", 1613 unter dem Titel 
„Thesaurus mathematicus" heraus. 

Ein vielumworbenes Spezialgebiet bildete zu jener Zeit 
die Kreisrechnung. Viete setzte das Verfahren des 
Antiphon in Rechnung um und gelangte auf einen Wert für 

2 
, der das erste unendliche Produkt ist, das aufgestellt wurde. 

ji 

Im „Canon mathematicus" hat er n auf 10 Stellen richtig be- 
rechnet. Adrianus Romanus entwickelte 7t auf 1 5 Stellen 
undLudolf van Ceulen (1540— 1610) auf 20, 32 und schließ- 
lich auf 35 Stellen. Erwähnenswert ist der von Adriaen 
Metius (1571—1635) berechnete Wert ^ = |-f|- wegen der 
vortrefflichen Annäherung bei vergleichweise kleinen Ver- 
hältniszahlen. 

Als bedeutende Algebraiker in der zweiten Hälfte 
des 16. Jahrhunderts sindRafaele Bombelli und Stevin 
zu nennen. Ersterer stellte in dem 1572 veröffent- 
lichten Werke „l'Algebra" die Wurzeln der kubischen 
Gleichung im irreduziblen Falle durch Umformung der 
Irrationalitäten in der einfachsten Form dar. Hier 
lehrte er auch die Ausziehung der Quadratwurzel mittels 
der Kettenbrüche an einem Beispiele. 
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Im Anschliisse an Bombelli verwendete Stevin bei 
Bezeichnung der Potenzen der Unbekannten eingeringelte 
Zahlen, wobei auch der richtige Begriff der eingeringelten 
Null und eines eingeringelten Bruches nicht fehlt ; so 
wäre z. B. ein eingeringeltes f das Symbol für die 
Kubikwurzel aus dem Quadrate der Unbekannten. Er 
versteht auch das größte gemeinsame Maß zweier Poly- 
nomien (multinomie algebrique nennt er sie) zu finden 
in der Absicht, gemeinschaftliche Faktoren aus den 
Gleichungen wegzulassen und dadurch der Lösung 
höherer Gleichungen näher zu kommen. 

Der größte Algebraiker seiner Zeit war Viete, auf 
den die eigentliche Theorie der algebraischen Glei- 
chungen vorzüglich zurückgeht. Sein größtes Verdienst 
ist die Erfindung der Buchstabenrechnung. Nicht 
als ob vor ihm überhaupt keine allgemeinen Buchstaben- 
größen gebraucht worden wären, aber die ausschließliche 
und folgerichtige Verwendung haben wir ihm zu ver- 
danken. In dem 1591 erschienenen Werke „In artem 
analyticam isagoge" spricht er das Gesetz der Homo- 
geneität aus, vermöge dessen nur Längen mit Längen, 
Flächen mit Flächen, Körper mit Körpern, Verhältnisse 
mit Verhältnissen verglichen werden können — ein 
Gesetz, das den griechischen Mathematikern der klassi- 
schen Zeit als selbstverständlich galt, von Heron, 
Diophant u. a. aber nicht mehr befolgt wurde. In der 
Logistica speciosa (allgemeinen Arithmetik) führt nun 
Viete dieses Prinzip für die Buchstabenrechnung durch. 
Die großen Buchstaben des lateinischen Alphabets, die 
er dabei verwendet, stellen Gebilde vor, die dem Ge- 
setze der Homogeneität unterworfen sind. Es sind 
Größen, nicht Zahlen — allerdings nicht mehr geome- 
tiJsche Orößeüj da, die in einer öleiclwvng auftretenden 
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Glieder fast beliebig hoher Dimension sein können, 
wenn sie nur alle gleich hoher Dimension sind. Die 
gesuchten Größen werden durch die Vokale A, E, J, 
0, V, Y dargestellt, die gegebenen durch die Konso- 
nanten B, G, D usw. Er bezeichnete also mit Buch- 
staben nicht nur die unbekannten Größen, sondern auch 
solche, denen man in der gerade vorliegenden Unter- 
suchung irgend einen Zahlenwert beilegen konnte. So 
begründete er eine wirkliche Buchstabenrechnung, die 
alle Rechnungen umfaßt, die man durch Einsetzen aUer 
möglichen Werte für die Buchstaben erhielte. 

In den „Anmerkungen zur Logistica speciosa" be- 
handelt Viete unter anderem die Bildung rationaler 
rechtwinkliger Dreiecke auseinander und zwar ganz 
allgemein durch Zusammensetzung von sin na und 
cos n (X aus sin (x und cos (x . Eine Anwendung davon 
macht er zur Lösung der Gleichung dritten Grades 
im irreduziblen Falle, die er auf eine Winkeldreiteilung 
zurückführt. 

Als Hauptergebnis seiner mathematischen Unter- 
suchungen gibt er selbst die Zusammensetzung von 
Gleichungen aus linearen Faktoren und die Darstellung 
der Koeffizienten durch die Wurzeln an. Da er nur 
positive Wurzeln anerkennt, so wendet er allerdings 
diese Kenntnis zunächst nur auf Gleichungen mit lauter 
solchen Lösungen an; doch ist es wahrscheinlich, daß 
er in einem verloren gegangenen Werke auch für 
Gleichungen, die negative Wurzeln besitzen, die Bildimg 
der Koeffizienten darlegte. 

In einer 1600 gedruckten Abhandlung finden wir 
eine Näherungsmethode zur Auflösung algebraischer 
Gleichungen beliebigen Grades, die Ähnlichkeit mit dem 
Wurzelausziehen hat. Wenn auch, das YeYtÄkvt<s^ ^c5l 

Sturm, Geschi chte der MatYiemisX.WL» ^ 
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Grleichungen verschiedener Grade sich ändert und nur 
auf die Berechnung emer (positiven) Wiu*zel abzielt, 
ist es doch für die Zukunft von grundlegender Be- 
deutung geworden und übertrifft die „goldene Eegel" 
des Cardano und die Methode Stevins. 

Die glänzenden Erfolge, die das Genie Yietes aus 
der glücklichen Yerbindung der Algebra mit der Trigono- 
metrie in beiden Disziplinen errang, wurden vermehrt 
durch den Schweizer Mathematiker Joost Bürgi 
(1552 — 1632), der zuerst eine Gleichung mit voller 
Absicht auf Null reduzierte und erkannte, daß die 
übrigen Wiu'zeln der zur Berechnimg der Seite eines 
regelmäßigen Vielecks dienenden Gleichung durch die 
Diagonalen gegeben sind. 

Eine für das praktische Eechnen höchst wichtige 
Vereinfachung gelangte durch die großen Mathematiker 
Viete, Stevin, Bürgi zum vollständigen Durchbruche, 
die Einführung der Dezimalbrüche. Besonders Stevin 
sprach in seiner Abhandlung „La Disme" (1585) klar 
den Gedanken aus, alle Kechnungen des Geschäftslebens 
ohne Brüche, nur mittels ganzer Zahlen auszuführen. 
Von ihm imabhängig gelangte Bürgi, der sich zueilt 
eines Punktes zur Abgrenzung von Dezimalstellen be- 
diente, zu der gleichen Vereinfachung. Er lehrte auch 
schon die abgekürzte Multiphkation. 

2. XVII. Jahrhundert. 

Die wissenschaftliche Mechanik, die wir in Italien 
entstehen sahen, nahm in diesem Lande einen außer- 
ordentlichen Aufschwung durch Galileo Galilei 
(1564 — 1642), der in seinen „Discorsi e demostrazioni 
inatffmaticho intorno a due uuove scienze" die Be- 
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wegungslelire begründete. Die in dem neuen Gebiete 
notwendigen Untersuchungen waren vornehmlich infini- 
tesimaler Natur und wirkten so intensiv auf die Mathe- 
matik zurück, daß der Begriff der Bewegung in dieselbe 
eindrang und zur Klärung des Begriffes der Stetigkeit 
\ieles beitrug — eine Erscheinung, die besonders in 
den Formen hervortritt, unter denen sich die Infinite- 
simalrechnung in England entwickelte. 

Galileis hervorragendster Schüler, Evangelista Tor- 
ricelli (1608 — 1647), gab 1644 ein mathematisches 
Sammelwerk „Opera geometrica" heraus, in dem er die 
Tangente an die Parabel mit Hilfe des Parallelogrammes 
der Bewegungen konstruierte. Hier finden wir auch 
zuerst den Begriff der einhüllenden Kurve angedeutet, 
ferner die Rektifikation der logarithmischen Spirale. 

Als bedeutenden Geometer haben wir noch einen 
anderen Schüler Galileis zu nennen, Yincenzo Viviani 
(1622 — 1703), der aus den wenigen vorhandenen An- 
deutungen die Wiederherstellung des 5. Buches der 
Kegelschnitte des Apollonius versuchte, die durch das 
bald darauf wiedergefundene Werk glänzend bestätigt 
wurde. 

Ein anderer dem Galileischen Kreise angehöriger 
Mathematiker ist Bonaventura Cavalieri (1591 ? — 1647), 
der 1632 die Entdeckung Galileis, daß die Fallinie eine 
Parabel sei, veröffentlichte. Auch die Formel für den 
Flächeninhalt des sphärischen Dreieckes machte er in 
einem gleichzeitig gedruckten Werke bekannt. Sein 
Hauptwerk führt den Titel „Geometria indivisibilibus 
continuonmi nova quadam ratione promota" und wird 
gewöhnlich kiu'z als „Die Indivisibilien" bezeichnet. 
Es erschien 1635, verbessert 1653. Die Hauptsätze 
sind : Ebene Figiu-en oder awclv KviY>^<i^ %\v2^CNfö\v xs;^ 5skssv- 
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selben Verhältnisse wie die Gesamtheit ihrer parallelen 
Geraden oder Ebenen; femer: Ebene Figuren wie 
Körper sind gleich, wenn in gleicher Höhe geführte 
Schnitte gleiche Strecken beziehungsweise gleiche 
Flächen ergeben. Bei aller Unklarheit, die dem Begriffe 
der Indivisibilien anhaftet, treten doch hier zum ersten 
Male die Ideen der Differential- und Integralrechnung 
deutlich hervor. 

In den einfachsten Fällen liefert Cavalieris Methode 
folgende Ergebnisse. Für das Parallelogramm sind die unteil- 
baren Größen Parallele zur Grundlinie; ihre Anzahl ist 
proportional der Höhe. Daher ist die Maßzahl der Fläche 
eines Parallelogrammes das Produkt aus den Maßzahlen der 
Grundlinie und Höhe. Der entsprechende Schluß gilt ftlr 
das Prisma. Um ein Dreieck mit dem Parsdlelogramm von 
gleicher Grundlinie und Höhe zu vergleichen, zerlegt man 
wieder die Flächen in Indivisibihen durch ParaUele zur Grund- 
linie. Die Indivisibilien des Dreieckes sind 1, 2, 3, ... n, 
die des Parallelogrammes n, n, . . . n, also das Verhältnis 

Dreieck ^ 1 + 2 + ■ » H - n ^n_(?+l)^l/t,l\ 
Parallelogramm n^n 2n' 2\ n/ 

woraus für n = c» der Wert ^ folgt. Ebenso erhält man für 
die entsprechenden Körper 

Pyramide ^ l^ + 2^ + ... + n ' ^ n (n + 1) (2 n_-f 1) 
Prisma n^ 6 n' 

woraus für n = oo der Wert ^ folgt. 

Cavalieri war ohne Zweifel beeinflußt von dem 
großen Johannes Kepler (1571 — 1630), dessen 1615 
gedruckte „Stereometria doliorum" (Fässermessung) die 
Grundlage aller späteren Kubaturen geworden ist. 
Dieses Werk besteht aus drei Teilen, deren erster im 
Anschlüsse an Archimedes die Rauminhalte von 92 Um- 
dreJiungskörpem finden lehrt, von. denen einige nach 
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Früchten benannt werden, so der apfelförmige, der 
zitronenförmige, der olivenförmige Körper. Kepler ge- 
langt zur Körpermessung von der Flächenmessung aus. 
Die Kreisperipherie hat so viele Teile als Punkte, also 
unendlich viele. Jedes Teilchen ist die Basis eines 
gleichschenkligen Dreieckes, dessen Scheitel der Mittel- 
punkt des Kreises ist. Ein einziges Dreieck mit der 
Peripherie als Basis und dem Kadius als Höhe besitzt 
demnach aUe jene Dreiecksgrundlinien aneinandergefügt, 
und über jeder derselben gibt es ein Dreieck mit dem 
Scheitel als Spitze, das einem jener früheren Dreiecke 
gleich ist; folglich ist das ganze Dreieck gleich der 
ganzen Kreisfläche. Durch Analogieschlüsse geht nun 
Kepler zu den Körpern über. Interessant ist es, daß 
wir in diesem Abschnitte die erste inverse Tangenten- 
aufgabe antreffen, indem bei Bestimmung der Art einer 
Kurve von einer gegebenen Tangente ausgegangen wird. 
Der zweite Teil des Werkes untersucht die zweck- 
mäßigste Faßgestalt, die bei Verbrauch der geringsten 
Menge Holz den größten Inhalt besitzt. Infolgedessen 
handeln die meisten Sätze über Maxima imd Minima, 
in deren Wesen Kepler so tief eindrang, daß er das 
Verschwinden der Veränderungen einer Funktion dicht 
beim Maximalwerte erkannte. 

In der „Astronomia nova" von 1609 stellte Kepler 
eine Untersuchimg an, die zur Auswertimg des be- 

V 

stimmten Integrals Isiaq? •d(p= l—oos(p führt. In 



der „Harmonice mundi" behandelte Kepler zmn ersten- 
mal Sternvielflächner; ferner führte er den Begriff des 
Krünimuugskreises in die Geometrie ein und die un- 
endlich fernen Gebilde, indem er tvVx <3sJä. ^«^^s^J^«^ 
einen Winden Bi-eiinpunkt äxäsXj^K^.^ v^vsst xv^fc>^^^^^ 
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weit von dem ersten auf der Achse entfernt sei, so 
daß die zu ihm hin gezogenen Geraden zur Achse 
paiallel seien. 

Wie die astronomischen Entdeckungen, die Keplers 
Namen unsterblich machten, beweisen auch seine mathe- 
matischen Leistungen eine wunderbare Yereinigung 
wahrhaft dichterischer Phantasie mit der klarsten mathe- 
matischen Einsicht Infolge letzterer verschmähte er 
es auch nicht, den Erleichterungen des praktischen 
Rechnens seine Aufmerksamkeit zu schenken, die am 
Anfange des 17. Jahrhunderts erfunden wurden, den 
Logarithmen. 

Die erste Erfindung der Logarithmen dürfte Bürgi 
zuzuschreiben sein, während der Ruhm der Yerbreitung 
und allgemeinen Nutzbarmachimg derselben unbestritten 
dem Lord Neper zukommt. Bürgi, dessen Ver- 
dienste für die Anwendung der Algebra auf die Trigono- 
metrie und die Einführung der Dezimalbrüche schon 
erwähnt wurden, war einer der erfindungsreichsten 
Rechner. Ausgehend von zwei ziisammengehörigen 
Reihen, einer arithmetischen und einer geometrischen, 
verfertigte er zwischen 1603 und 1611 eine Tafel der 
roten und schwarzen Zahlen, deren erstere die Zahlen 
der arithmetischen Reihe (Logarithmen), letztere die der 
geometrischen Reihe (Zahlen) darstellten. Die Tafel ist 
doppelten Einganges und nach den roten Zahlen ge- 
ordnet, daher in Wirklichkeit eine antilogarithmische 
Tafel. Trotz Keplers Aufforderung kam aber Bürgi nicht 
dazu, seine Tafel in Druck zu geben. Dies geschah erst 
1620 unter dem Titel: „Arithmetische und Geometrische 
Progress-Tabulen , sambt gründlichen vnterricht, wie 
soJche nützlich in allerley Rechnungen zu gebrauchen 
v/u/ verstnndon wei^on soll." "NocV\ (Vav.w ^>öcrtXfc ^\ßi&ev 
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„gründliche Unterricht" gar nicht gedruckt worden sein 
(erst 1856 nach einer Handschrift). 

Inzwischen erschien 1614 die „Descriptio mirifici 
logarithmonun canonis" des John Neper (1550 — 1617), 
der 1619 nach dem Tode des Verfassers die schon 
vor der „üescriptio" ausgearbeitete „Constnictio" folgte. 
Neper geht aus von der Bewegung zweier Punkte. 
Der erste bewegt sich gleichförmig und die von ihm 
zurückgelegten Wege bilden die arithmetische Keihe 
der Logarithmen; der zweite bewegt sich gleichzeitig, 

aber so, daß er in der 1. Zeiteinheit — des ganzen 

^ m 

Weges, in der 2. Zeiteinheit — des noch übrigen 

m 

Weges usw. durchläuft (durchfließt, sagt Neper). So 
entsteht die fallende geometrische Keihe der Zahlen. 
Während also die Logarithmen wachsen, nehmen die 
Zahlen ab. Sowohl bei Bürgi als auch bei Neper gibt 
jedes Glied der arithmetischen die gesuchte Nummer 
des entsprechenden Gliedes (Verhältnisses) in der geo- 
metrischen Keihe, daher der Name „Logarithmus" (Xoyov 
äQi^^fiog). Als Basis des ursprünglichen Neperschen 

Systems ergibt sich annähernd — . Später setzte Neper den 

e 

log 10 = 1 und ließ somit Logarithmen und Zahlen gleich- 
zeitig wachsen. Dies geschah unter dem Einflüsse dos 
Henry Briggs (1556 — 1630), der die Logarithmen der 
Zahlen 1 bis 20 000 und 90 000 bis 100 000 berechnete. 
Die Berechnung der übrigen Logarithmen besorgte Adriaen 
VI a c k. In Deutschland fanden die Neperschen Logarithmen 
eifrige Verbreiter in Benjamin Ursinus (1587 — 1034?) 
und besonders in Kepler, der sie auch in seinen 1627 
hemuHgegebenen Rudo\ün\se\\ew 'l^.V^xv Vswc^n^. 
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Hervorzuheben sind noch die Leistungen Nepers 
auf dem Gebiete der sphärischen Trigonometrie erst- 
lich durch die Zusammenfassung aller Fälle des recht- 
winkligen Dreieckes in eine Regel imd zweitens durch 
Aufstellung der ersten zwei der nach ihm benannten 
Analogien: 

,,,___. sm(y-^).tg- 
-_-^-^-^__-=.tgx==tg--^--, 
sin \y-\-oC)* sm — -- — 

. y—a b 

Die vereinfachte Form der ersten Gleichimg imd die 

beiden Polai-formeln zu diesen stammen von Briggs her. 

Auf dem Felde beider Trigonometrien arbeitete 

sehr erfolgreich Wülibrord Snellius (1581—1626), 

der bereits die Aufgabe des Rückwärtseinschneidens 

(si)äter fälsclüich „Pothenotsche Aufgabe" genannt) und 

die „Haiisensche Aufgabe" vollständig erledigte. Außer 

der schon Nikolaus von Kusa bekannten Gleichung 

3 **in X 
X = — -^ - — aribt er für x auch noch eine obere Grenze 

2+C03X ^ 
X X 

tg — + 2 sin — an. Noch weit sch^vaerigcr war die von 
3 3 

Kepler gestellte Aufgabe, von einem Punkte des Durch- 
messers eine Gerade zu ziehen, die den Halbkreis im 
Verhältnisse m:n teüt. Albert Girard (1590—1632) 
führte in dio Trigonometrie manche bequeme Be- 
xelcJimingon ein und gab zuerst die s\}\iSLY\sd\ei ^^SJd\<K!5v^ 
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formel in der 1629 gedruckten „Invention nouvelle en 
l'algebre". 

Die eigentliche Bedeutung des letztgenannten Werkes 
liegt aber, seinem Titel entsprechend, im algebraischen 
Inhalte. Wenn auch nicht neu, so doch viel klarer 
als früher sind Girards Kenntnisse von den negativen 
und imaginären Gleichungswurzeln. Er weiß, daß jede 
Gleichung so viele Wurzeln hat, als ihr Grad anzeigt, 
und daß die Koeffizienten aus den Kombinationen der 
Wurzeln sich darstellen lassen. YöUig neu ist die Be- 
rechnung symmetrischer Funktionen der Gleichungs- 
wurzeln (bis zur 4. Potenz) aus den Koeffizienten. 
Girard erfand auch den Gebrauch der Klanmiern in der 
Buchstabenrechnung. Thomas Harriot (1560 — 1621) 
führte in seinem Werke „Artis analyticae praxis", das 
ei-st 1631 gedruckt wurde, das Zeichen für „größer" 
und „kleiner" (:^) ein. Er bediente sich auch konse- 
quent des von Robert Recorde 1556 eingeführten 
Gleichheitszeichens (=) und stellte die Gleichiuigen in 
übersichtlicher Form dar (aequatio canonica). 

Die 1637 gedruckte, epochemachende „Geometrie" 
des Rene Descartes (Cartesius 1596 — 1650) wurde 
auch in der Algebra bahnbrechend. Die Anwendimg 
der Buchstaben x, y, z für die Unbekannten, die heute 
noch übliche Potenzbezeichnung, die termini „reell" und 
„imaginär" stammen aus diesem Werke. Weitaus am 
bedeutendsten aber ist die Zeichenregel: Eine Gleichung 
kann so viele positive Wurzeln besitzen, als das 
Gleichungspolynom Zeichenwechsel aufweist, und so 
viele negative, als das Gleichungspolynom Zeichenfolgen 
hat. Zm* Auflösung der Gleichungen bediente er sich 
der Zerlegung des Gleichungspolynoms in Faktoren — 
oiiio Methode, mit der si^^K a\\^\\ ^V^\\\\v^\A^'^>'^.'5n^^ 
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(1601 — 1652) und Franz van Schooten (1615—1660) 
in iliren Erläuterungen zu Descartes' Geometrie be- 
schäftigten. Letzterer, der sich durch die Herausgabe 
der Werke Vietes und einer lateinischen Übersetzung 
von Descartes' Geometrie große Verdienste erwarb, gab 
dabei eine der ersten Anwendungen der von Descartes 
erfundenen Methode der unbestimmten Koeffizienten. 
Debeaune ist auch der Verfasser einer Schrift über 
die ganz neue Frage nach leicht bestimmbaren Grenzen, 
zwischen denen die Gleichungswurzel liegt. Mit der 
Aufgabe, eine Gleichung als Produkt mehrerer Gleichimgen 
niedrigeren Grades darzustellen, beschäftigte sich ferner 
Johann Hudde (1624 — 1704), der die Regel aufstellte, 
wie man entscheiden könne, ob eine Gleichung gleiche 
Wurzeln besitze. Ihm verdanken wir auch die ein- 
fachste und übersichtlichste Ableitung der Cardanischen 
Formel. 

Zwei bedeutsame Aufgaben der Algebra behandelte 
Pieri-e de Format (1601—1665), der größte Mathe- 
matiker, den Frankreich hervorgebracht hat. Er be- 
handelte das Rationalmachen von Gleichungen und 
f ühii;e es zurück auf die Elimination von n — 1 Unbe- 
kannten aus n Gleichungen höheren Grades. 

Noch viel hervorragendere Verdienste erwarb sich 
Format in der Zahlentheorie. Auf diesem Gebiete 
hatteClaudeGaspardBachetdeM6ziriac(1587— 1638) 
ganz neue Bahnen eröffnet durch seine mit lateinischer 
tlbersetzung und Anmerkungen versehene Ausgabe des 
griechischen Textes des Diophant (1621). Hier und 
in den 1612 veröffentlichten „Problemes plaisans et 
delectables qui se fönt par les nombres" hatte er eine 
vollständige Theone der unbestimmten Gleichimgen des 
^. O/nr/os gegeben. Über Diop\iaT\t YvmaxsÄ^^x^xj^^ ^ec- 
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langte er ganzzalüige Lösungen und entwickelte aucli 
eine allerdings etwas umständliche Auflösungsmethode, 
da die Kettenbrüche und ihre Eigenschaften damals 
noch nicht genügend bekannt waren. 

Kettenbruchartige Entwicklungen hatten wir zwar seit 
den Q-riechen wiederholt zu erwähnen, aber eine wirkliche 
Kettenbruchbezeichnung gab erst Pietro Antonio Cataldi, 
der 1613 die Quadratwurzelausziehung mittels eines unend- 
lichen Kettenbruches lehrte. Unabhängig von ihm schuf 
Daniel Schwenter (1585—1636) die Grundlage der ganzen 
Lehre von den Kettenbriichen mit dem Zähler 1, die später 
(1703) von Christian Huygens entwickelt wurde. 

Die „Problemes plaisans ..." blieben bis in unsere Zeit 
Quelle für Ünterhaltungs-Mathematik und es war ein, wie 
der Erfolg zeigte, glücklicher Gedanke, in neuester Zeit 
weitere Auflagen des alten Werkes zu veranstalten. 

Sachets Diophant übte auf Fermat eine mächtige 
Wirkung aus, die sich darin äußerte, daß er sein Hand- 
exemplar mit Randbemerkungen füllte, die dann 1670 
veröffentlicht wurden. Andere zahlentheoretische Sätze 
finden wir in den „Opera varia" (1679) und im 
„Commercium epistolicum" (1658). Solche Sätze sind 
z. B.: „Es ist unmöglich, einen Kubus in zwei Kuben, ein 
Biquadrat in zwei Biquadi^ate und allgemein irgend eine 
Potenz außer dem Quadrate in zwei Potenzen mit dem- 
selben Exponenten zu zerlegen." (Der Beweis dieses 
Satzes, den Fermat nach seiner Behauptung besaß, ist 
nicht erhalten, und es gelang bisher nicht, einen all- 
gemeinen Beweis zu erbringen.) „Jede Zahl ist ent- 
weder eine Dreieckszahl oder die Summe von zwei oder 
drei Dreieckszahlen, entweder eine Qiiadratzahl oder 
die Summe von zwei, drei oder vier Quadratzahlen, 
entweder eine Fünfeckszahl oder die Summe von 
zwei, drei, vier oder fünf Fünfeckszahlen usw." 
„3ei]o Primzahl p, iV\o Vo\\\ 'los^^x^ ^<^\^ «js. S^^ \^^^ 
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SL^-^ — V (Fermatscher Satz). 1657 legte Fermat 
allen Mathematikern die Aufgabe vor, a x^ -}- 1 = y2 in 
ganzen Zahlen zu lösen, wenn a eine gegebene ganze 
Zahl, jedoch keine Quadratzahl ist (die später sogenannte 
Feilsche Gleichung). Ist es auch Feimat nicht gelungen, 
eine zusammenhängende Zahlentheorie zu schaffen, so 
kommt ihm doch das Verdienst zu, ein Gebiet der 
Wissenschaft von neuem eröffnet zu haben, das seitdem 
eine so bedeutende Entwicklung gewonnen hat. 

Mit zahlentheoretischen Studien beschäftigte sich 
auch Blaise Pascal (1623 — 1662); von noch viel 
größerer Bedeutung aber sind seine Leistungen in der 
Kombinationslehre und Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, die in dem „Traite du triangle arithmetique", 
der 1665 in den Buchhandel kam, enthalten sind. Das 
arithmetische Dreieck ist eine Tafel der Binomial- 
koeffizienten in übersichtlicher Anordnung zur Auf- 
findung höherer arithmetischer Reihen und der Kom- 
binationszahlen. Besonders wichtig ist seine An- 
wendung auf die Wahrscheinlichkeitsrechnung, zu der 
Pascal durch zwei Aufgaben eines Freundes veranlaßt 
wurde, deren erste fragte, ob es vorteilhaft sei zu 
wetten, daß man in einer gewissen Anzahl yon Würfen 
mit zwei Würfeln den Sechserpasch werfen werde, 
während die zweite zu wissen verlangte, wie man die 
Einsätze verteilen solle, wenn man ein Spiel unter- 
brechen müsse, das auf eine gewisse Anzahl gewonnener 
Einzelspiele gerichtet sei. Auf Einladung Pascals 
wendete auch Fermat diesen Fragen seine Aufmerksam- 
keit zu und verwendete die Kombinationslehre in dem 
neuen Gebiete. Dem Beispiele der beiden französischen 
MathemntikeT scliloß sich unverweilt auch Huygens an, 
flor lOß? ein kleinem Werk „iiber dan ^\\yI^\^^\^V* n^y- 
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öffentlichte. Der erste, welcher die neue Disziplin auf 
die ökonomischen Wissenschaften anwendete, war Jan 
de Witt (162.5—1672), der 1671 über die Art be- 
richtete, wie man die Höhe einer Lebensrente auf 
Grund einer Sterblichkeitstabelle zu bestimmen habe. 
Auch Hudde machte Yeröffentlichungen über diesen 
Gregenstand. Eine zusammenfassende Behandlung er- 
fuhr die Wahrscheinlichkeitsrechnung durch Jakob 
Bernoulli in der nach dem Tode des Verfassers ge- 
druckten „Ars coniectandi" (1713). Seither hat es 
kaum einen bedeutenden Algebraiker gegeben, der nicht 
auch einzelne Schritte in dieses Gebiet gemacht hätte. 

Claude Mydorge (1585 — 1647) verfaßte ein Werk 
über Kegelschnitte, das zwar im wesentlichen noch den 
von Apollonius betretenen Bahnen folgt, aber durch 
manches Neue und besonders durch die übersichtliche 
Form ausgezeichnet ist. Ganz neue und umfassende 
Gesichtspimkte hat man dagegen Girard Desargues 
(1593 — 1662) zu verdanken, der seinen Untersuchungen, 
besonders über die Kegelschnitte, die systematische An- 
wendung der Perspektive zugrunde legte. Er ist der 
Begründer jener Disziplin, die 150 Jahre später den 
Namen der „deskriptiven Geometrie" erhielt. Seiu 
wichtigstes Werk handelt über die Kegelschnitte (1639). 
Hier finden wir die konsequente Anwendimg der unend- 
lich fernen Gebilde, den Terminus „Involution" (nicht 
identisch, aber zusammenhängend mit der Involution 
der heuen Geometrie), die perspektivische Beweisführung, 
die Behandlung der Kegelschnitte überhaupt (nicht jedes 
einzelnen im besonderen). Auch der berühmte nach 
Desargues benannte Satz ist hier ausgesprochen. 

Desargues' Gedanken fielen jedoch auf keinen frucht- 
baren Boden, ihre Weiterführun^ b\i<^\i <i\as3s. %>^i*>föt<^sx 
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Zeit vorbehalten. Den Praktikern war seine Dar- 
stellung zu schwierig und fremdartig, die Theoretiker 
aber wendeten ihre Aufmerksamkeit vielmehr der damals 
entstehenden analytischen Geometrie zu. Nur Pascal 
verstand Desargues' Leistungen so vollkommen, daß er 
sogleich weitere Fortschritte zu machen imstande war. 
Schon im Alter von 16 Jahren verfaßte er eine Schrift 
über die Kegelschnitte, die den bekannten Satz vom 
„Pascalschen Sechseck" (von Pascal selbst „Hexagramma 
mysticum" genannt) enthielt. Er benutzte dasselbe, um 
die Eigenschaften von Tangenten- und Sehnenvierecken 
der Kegelschnitte sowie dabei auftretende harmonische 
Teilungen und Durchmessereigenschaften herzuleiten. 
Pascal ist auch der Verfasser einer Abhandlung über 
die Methode der geometrischen Beweisführung, des 
ersten modernen Versuches einer Philosophie der Mathe- 
matik. 

Ein bedeutender Geometer, der ebenfalls die Per- 
spektive auf die Kegelschnitte anwendete, ohne sich 
jedoch in demselben Grade wie Desargues von den alten 
Methoden zu befreien, war noch Philippe de Lahire 
(1640 — 1718), dessen Hauptwerk „Sectiones corneae" 
1685 erschien. Hier treffen wir zum ersten Male den 
Namen „Harmonikale", femer den Beweis, daß sich 
die Berührungssehnen in einem Punkte schneiden, wenn 
die Ausgangspunkte der Tangentenpaare auf einer 
Geraden liegen. Die Namen „Pol" und „Polare" sind 
allerdings erst im 19. Jahrhunderte entstanden. 1694 
veröffentlichte de Lahire eine Abhandlung über die 
Epizykloide. 

Erwähnenswert ist auch seine allgemeine Methode zur 
Bildung magischer Quadrate, nachdem schon Bachet, Format, 
^ränicle sich mit diesem Gegenstande \)eaciWW^ \Ä.ttÄti. 
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Die analytische Geometrie, die in der ersten 
Hälfte des 17. Jahrhunderts entstand, verdankt ihren Ur- 
sprung den zwei größten französischen Mathematikern, D e s - 
cartes und Fermat. Verschiedene Schriftsteller zeigten 
das Bestreben, bald die Geometrie der Algebra, bald 
die Algebra der Geometrie dienstbar zu machen, aber 
sie kamen nicht über die Konstruktion von Strecken 
hinaus, die sich in den Gleichungen als Unbekannte be- 
fanden. So Girard, van Schooten, de Sluse imd 
Marino Ghetaldi aus Kagusa (1566 — 1627). Der 
letztere kam in seinem nachgelassenen, 1630 gedruckten 
Werke „De resolutione et compositione mathematica" 
dem neuen Gebiete am nächsten. Den entscheidenden 
Schritt aber niachte erst Des cartes in seiner „Geo- 
metrie" von 1637. Der algebraische Inhalt dieses 
Werkes wurde schon oben skizziert, der geometrische 
besteht aus der analytischen Geometrie der Ebene und 
einem Hinweise auf die analytische Geometrie des 
Raumes. Doch bietet er nicht etwa einen Lehrgang 
der analytischen Geometrie dar, sondern nur einen kurzen 
Abriß, der die Grundlagen dieser Disziplin in großen 
Zügen andeutet.- Descartes definierte die Bedeutung 
der Algebra für die Geometrie dahin, daß die Grund- 
operationen der Arithmetik sich auch in der Geometrie 
verwenden lassen. Wie schon Apollonius Punkte eines 
Kegelschnitts durch parallele Sehnen und ihre in der 
Richtung des konjugierten Diu-chmessers gezogenen Ab- 
stände von einer demselben System angehörigen Tangente 
bestimmte, so ist auch bei Descartes jeder Punkt einer 
Kurve der Schnitt zweier Geraden. Aber er trennt 
diese Systeme paralleler Geraden ganz von den Kurven 
imd weist ihnen eine selbständige Existenz zu. Die 
fundamentalen Elemente zur Bestimmung eines Pvwvkte^ 
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sind seine Koordinaten, zwei für einen Punkt der Ebene, 
drei für einen Punkt des Raumes. 

Nach seiner eigenen Aussage verdankt Descai-tes 
die erste Anregung zu seinen geometrischen Unter- 
suchungen der Aufgabe des Pappus, den Ort zu drei, 
vier oder mehreren Geraden zu finden. Kein Beispiel 
hätte die Yorzüge der neuen Methode besser zeigen 
können als dieses. Für den Fall von drei Geraden be- 
zeichnet Descartes einen Abstand mit y, den Abstand 
des Fußpunktes von einem festen Punkte der zu- 
gehörigen Geraden mit x und beweist, daß jede andere 
gesuchte Strecke leicht konstruiert werden kann. Läßt 
man ferner y nach und nach um unendlich wenig 
wachsen, so wächst auch x um unendlich wenig und 
man erhält auf diese Weise unendlich viele Punkte des 
betreffenden Ortes. Die Unterscheidung der Kurven in 
zwei Klassen, die später von Leibniz algebraische 
und transzendente genannt wurden, ist Descartes ge- 
läufig. Er fordert auch die Einteilung der ersteren 
nach dem Grade und faßt deren je zwei zu einem 
„genus" zusammen. (Erst Newton nannte eine Kurve, 
die durch eine algebraische Gleichung n-ten Gi-ades 
zwischen ihren Parallelkoordinaten bestimmt ist, eine 
Linie n-ter Ordnung oder auch [n — l]-ter Gattung.) 
Eine unmittelbare Folge der Cartesianischen Koordinaten 
war die Zulassung negativer Zahlen. Sie hatten jetzt 
reale Bedeutung erhalten, da sie durch Strecken dar- 
gestellt werden konnten. 

Schon vor dem Erscheinen der „Geometrie", spätestens 
1629, war Format im Besitze einer analytisch-geome- 
trischen Methode, wie aus Briefen hervorgeht; ver- 
öffenthdit freilich hat er seine Untersuchungen erst 
später. Dieselben gehen in weseixt^iclaftii Dingen weit 
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über Descartes hinaus. Die Herstellung der Gleichung 
eines geometrischen Ortes wird mit einer Klarheit be- 
schrieben, die wir bei Descartes vergeblich suchen. 
Die Gleichungen können nach Fermat hergestellt werden, 
wenn man zwei unbekamite Strecken unter gegebenem 
Winkel, meistens einem rechten, aneinandersetzt und 
für eiüe der beiden Strecken einen Anfangspunkt wählt. 
Die Bedeutung seines methodischen Verfahrens wird 
(erhöht durch ein für allemal gewählte Buchstaben ziu* 
Bezeichnung gewisser Punkte und Strecken. Außer 
den Gleichungen der Kegelschnitte in verschiedenen 
Formen besitzt Fermat ausdrücklich die Gleichimg der 
Geraden, die sich bei Descartes nicht findet. In einer 
bedeutend später, etwa 1660 entstandenen Abhandlung 
wendet er sich gegen Descartes, der nicht erkannte, 
daß zwei Kurven, deren eine vom m-ten, die andere 
von n-ten Grade ist, genügen, lun eine Gleichung vom 
mn-ten Grade zu lösen. Dagegen machte Fermat keinen 
Versuch, die analytische Geometrie auf den Baum aus- 
zudehnen. 

Die Vorteile, welche die analytische Geometrie dar- 
bot, kamen weniger der elementaren Geometrie zu- 
statten, als vielmehr der höheren Kurvenlehre, indem sie 
sich in natürlicher Gegenseitigkeit mit infinitesimalen 
Betrachtungen verband. 

Derartige Betrachtungen hatten Kepler und Cava- 
lieri zum Zwecke von Quadratiu^en und Kubaturen an- 
gestellt; in Descartes' „Geometrie" treffen wir zum 
ersten Male die Lösung einer Aufgabe, die von nun an 
durch lange Zeit die Mathematiker beschäftigte, die 
Tangentenaufgabe. Descartes behandelt sie als 
Normalenaufgabe in der Weise, daß er um den auf der 
X-Achse gelegenen FuJßpunkt do-t ykv ^\Ä^<««s^j^»s^t^^/^ 

Sturm, Geschichte der 'Nl&t\\em^\.V\L. "^ 
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errichteten Normale einen Kreis durch P beschreibt und 
ausdrückt, daß dieser die Kurve iin Punkte P in zwei 
aufeinanderfolgenden Punkten schneidet, d. h. er stellt 
die Bedingung auf, daß nach Elimination von x die 
Gleichimg in y eine Doppelwurzel hat. In dem Brief- 
wechsel Descartes' finden wir manche Dinge aus der 
höheren Kurvenlehre, Quadraturen, Kubaturen von 
Eotationskörpern und Tangentenkonstruktionen, auch eine 
inverse Tangentenaufgabe. Von den behandelten Kurven 
seien erwähnt Parabeln verschiedener Ordnung, die 
Zykloide (Roulette, Trochoide), das folium Cartesii 
(x^ + y^ = n X y), die logarithmische Spirale. Descartes 
versteht seine Aufgaben mittels genialer Kimstgriffe 
zu behandeln, läßt aber einen den inneren Zusammen- 
hang lunfassenden einheitlichen Gesichtspunkt ver- 
missen. 

Format dagegen bedient sich einer allgemeinen 
Methode, die er folgendermaßen beschreibt: Man setze 
in dem zu einem Maximum oder Minimum zu machenden 
Ausdrucke statt der Unbekannten A die Summe zweier 
Unbekannten A + E und betrachte die beiden Formen 
als annähernd gleich, streiche auf beiden Seiten, was 
zu streichen ist, und erhält dadurch lauter mit E be- 
haftete Glieder. Dividiert man dann durch E und 
elidiert die E noch enthaltenden Glieder, so bleibt die 
Gleichung, die den Wert von A liefert, der das Maxi- 
mum oder Minimum hervorbringt; d. h. nach unserer 

Bezeichnung: A aus der Gleichung suchen -— — — =0. 

d A 

Das erste Beispiel Formats verlangt, B in zwei Teile zu 

teilen, so daß ilu* Produkt ein Maximum wird. Nach 

flor ersten Annahme heißen die Teile A und B — A, nach 

r^or zweiten Annahme A + E undB— k- 'Ek. '^^wWtalKo 
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A(B~A) = (A+E)(B-A-E)oderO=E(B-2A-E). 
Nach Division durch E ist B = 2 A + E. Nun wird E 
elidiert und es ist A = ^B. Die Mängel der An- 
wendung sind evident, auch fehlt jegliche Begründung, 
gleichwohl ist sich Fermat des Vorzuges seiner Methode 
vor der Cartesianischen mit Recht wohl bewußt. Dieser 
tritt besonders in den Tangentenkonstruktionen an die 
Zykloide, Cissoide, Konchoide hervor. Die hierbei an- 
gewendete Methode ist mit der für Maxima luid 
Minima nahe verwandt, Fermat beschäftigte sich aber 
nicht bloß mit derartigen Anwendimgen der später so- 
genannten Diöerentialrechnung, sondern auch mit solchen 
der Integralrechnung. Hierher gehören seine Quadrar 
turen von Hyperbeln irgend einer Ordnung und von 
beliebigen Parabeln, femer auch Rektifikationen, die er 
durch Zurückführung auf eine Quadratur, d. h. also 
durch Zurückführung eines bestimmtön Integrals auf 
ein anderes löste. 

Giles Personpier, gewöhnlich nach seinem Ge- 
burtsorte Roberval genannt, (1602 — 1675) vollzog die 
Quadratur der Zykloide mit Hilfe der etwas später als 
Sinuslinie erkannten Kiurve. Seine bedeutendste Leistung 
ist aber eine Tangentenkonstruktion, bei der er das 
Parallelogramm der Gteschwindigkeiten verwendete, indem 
er die Kurve durch Zusammensetzimg zweier Be- 
wegungen entstehen ließ. Zur selben Zeit (1644) ver- 
öffentlichte Torricelli seine „Opera geometrica*S die 
eine wesentlich gleiche Methode enthalten , zu der er 
jedoch ganz unabhängig von Roberval gelangt war. 
Außerdem kannte Torricelli auch schon die Rektifikation 
der logarithmischen Spirale. 

Einen ähnlich weitgehenden Einfluß wie die „Indi- 
visibilien" Cavalieris übte eiw \vmiajösgcfev^<^^ ^^3^ ^^^^^ 
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Neazeit. 



Gregorius a. S. Vincentio (1584—1667), eines 
SchÜlei-s des um die Verbreitung gründlicher mäthe- 
matascher Kenntnisse hochverdienten Christoph Clavius 
(1537 — 1612) aus, das „Opus geometricum quadraturae 
circuli et sectionura coni" (1647). Trotz mancher 
Fehler enthält das Werk zahlreiche infinitesimale 
Methoden und Betrachtungen oft von ziemlicher All- 
gemeinheit, ■weiche die Erfindungsgabe des Verfassers 
kundtun und für die weitere Entwicklung der Diffe- 
rential- und Integralrechniu^ Bedeutung erlangten. 

Wie Format die größte Gewandtheit in der LOsung 
solcher Aufgaben bekundete, die auf eine Differentiation 
führen, so bewies sich Pascal als der größte Meister 
im Integrieren vor der Erfindung des eigentlichen 
Kalküls der Integralrechnung. 1658 setzte er öffenl^ 
lieh einen Preis aus auf die Lösung mehrerer Aufgaben 
Über die Zykloide und 1659 veröffentlichte er nicht 
nur die Beweise der verlangten Sätze, sondern auch 
die allgemeine Methode der Quadraturen oder Inte- 
grationen , von der sie Anwendungen sind. Unter 
anderem war er bekannt mit 
" ^ der sogenannten partiellen Inte- 
gration, yu.dv=uv — ^v-du, 
wenn er auch diesen all- 
gemeinen Satz in zahlräche 
Einzelfälle zerlegen mußte. 
Pascal lietont auch die Ähn- 
lichkeit der Dreiecke BKE 
^^1 und AID (Fig. 7). Werden 
KR und somit auch EE un- 
endlich klein, so wird auch 
das Drsiock EKE unendlich klein. Dieses Dreieck 
irujic/ff das ForbiJd für das „duu^teiisfcwAve "^^Seat", 




Flg. 7, 
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(kvS sxjäter Ijeibuiz fiir eine beliebige Kurve auf dieselbe 
Art bildete und dessen Seiten er durch die Differen- 
tiale dx, dy und ds bezeichnete. 

Mit dem ungefähr gleichzeitigen Tode Fermats, 
Desargues' und Pascals war die glänzendste Periode der 
französischen Mathematik im 17. Jahrhunderte vorbei, 
was auch dadurch bestätigt wird, daß die Leitung der 
1666 gegründeten „Academie des Sciences" dem Nieder- 
länder Christian Huygens (1629—1695) anvertraut 
wurde. Dieser beinihmte Gelehrte beteiligte sich an 
den meisten Fragen, die damals die Mathematiker be- 
schäftigten. Er schrieb über die Quadratur der Kegel- 
schnitte unter Benutzimg des Schwerpunktes, über 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, ferner eine wahrhaft klas- 
sische elementar-geometrische Abhandlung über die Kreis- 
rechnung. Sein Hauptwerk ist die 1663 herausgegebene 
Schrift „Horologium oscillatorium'' (Pendeluhr). Sie 
enthält fünf Teile: 1. die Beschreibung der Pendeluhr, 
2. der Fall schwerer Körper und ihre Bewegung auf 
der Zykloide, 3. die Lehre von der Evolution, 4. der 
Schwingungsmittelpunkt, 5. die Fliehkraft. Im 2. Teile 
wird der Tautoehronismus der Zykloide nachgewiesen. 
Der 3. Teil handelt über Evolventen und Evoluten und 
zeigt, daß jede Tangente der Evolute auf der Evolvente 
normal steht, daß die Evolute der Ort der Durchschnitts- 
punkte konsekutiver Normalen auf die Evolvente ist, 
daß zu jeder Kiu've die Evolute gefunden werden 
könne und daß letztere stets quadrierbar sei. 1693 ver- 
öffentlichte Huygens im Anschlüsse an Format Ab- 
handlungen über Maximal- und Minimal werte und über 
(las Tangentenproblem. 

Veranlaßt durch Pascals Preisausschreibung wendeten 
viele Mathematiker der ZykloviGÄ ^^ kÄ&xssK^*s«3ssSs^5k. 
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zu. So Renö de Sluse (1622—1685), der eine 
eigene Auflösung des Tangentenproblems filr algebra- 
ische Kurven besaß, femer die sogenannten Perlen, 
deren allgemeine Gleichung b y" = (c — x)p x"* lautet, 
zuerst untersuchte. Er stellte auch die erste all- 
gemeine Untersuchung über Inflexionspunkte von 
Kurven an. Die Bogenlänge der Zykloide fand als 
erster Christoph Wren (1632 — 1723) und verwendete 
sie zur Lösung des Keplerschen Problems. 

1659 veröffentüchte John Wallis (1616—1703) 
ein Werk, in dem die Pascalschen Aufgaben gelöst 
wurden. Sein Hauptwerk aber ist die 1655 erschienene 
„Arithmetica infinitorum", deren Titel schon besagt, daß 
er im Gegensatz zu Cavalieris geometrischen Methoden 
rechnerisch verfuhr. Überhaupt liegt seine Stärke in der 
Anwendung nmnerischer Induktion — Interpolation 
nannte er sie — , durch die er zu wichtigen Resultaten 
gelangte. Der damals allgemein übliche Brauch, exakte 
Beweise durch unvollständige Induktion zu ersetzen, 
die Neigung zu gewagten Verallgemeinerungen wurde 
von WaUis aitf die Spitze getrieben. Im Anschlüsse 
an Gregorius a. S. Vincentio und Andreas Tacqiiet 
(1612 — 1660) bediente er sich der heute noch üblichen 
Form des Grenzüberganges und zwar schon rein arith- 
metisch. Als ganz selbständige Operation und bequemes 
Mittel zur Definition neuer Zahlen, die nicht zu den 
gewöhnlichen Irrationalitäten gehören, verwendete dann 
den Grenzübergang James Gregory (1638 — -1675) in 
seinem 1667 gedruckten Werke „Yera circidi et hyper- 
bolae quadratura". Diese Ansicht, die nur durch 
ungenügende Festlegung der Grundbegriffe Platz greifen 
konnte y blieb bekanntlich bis ins vorige Jahrhundert 
d/e herrschende. 
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Wallis war das bedeutendste Mitglied eines Kreises 
von Mathematikern, die sich seit der Mitte des Jahr- 
hunderts zu gemeinsamer Arbeit zu versammeln pflegten 
imd durch Briefwechsel auch mit auswärtigen G^elehrten 
verkehrten. Aus dieser Vereinigung entstand die 
„Königliche Gesellschaft" in London 1665. Auf ähn- 
liche Weise entstand die Pariser „Akademie" 1666. 
Die Akademie in Berlin wurde 1700 gegründet. 

Der erste Vorsitzende der Königlichen Gesellschaft 
war der Viscount William Brouncker (1620 — 1684), 
der durch zahlentheoretische Untersuchungen, eine 
Quadratur der Hyperbel und besonders dadurch bekannt 
ist, daß er die unendliche Faktorenfolge, die Wallis zur 
Darstellung von n verwendete, in die Form eines un- 
endlichen Kettenbniches brachte. 

Dieser Gesellschaft gehörten aiißer den schon er- 
wähnten Wren und Gregory auch Nikolaus Mer- 
cator (aus Holstein, f 1687), Edmund Halley 
(1656—1742) und Isaak Barrow (1630 — 1677), der 
Lehrer und Freimd Newtons, an. 

Aus den Unendlichkeitsbetrachtungen des 17. Jahr- 
hunderts entstand als ein eigenes Gebiet die Theorie der un- 
endlichen Reihen. Nikolaus Mercator entwickelte 
in seiner „Logarithmotechnia" von 1668 die Reihe für 
log ( 1 + x) . Im selben Jahre veröffentlichte Brouncker 
drei Arbeiten über unendliche Reihen, worin er sich 
auch mit Konvergenzbeweisen beschäftigte, ohne frei- 
lich darin jene Bedeutung zu erblicken, die sie für uns 
heute haben. Denn noch das 18., um so melu^ das 
17. Jahrhundert hatte von der Notwendigkeit der Kon- 
vergenzuntersuchungen keine Ahnung. 

Eine höchst bedeutungsvolle Abhandlung über unend- 
liche Reilien, „De analysi per ae(\viatiQ\v^% ycossssx?^ ^jsc'jfik- 
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norum infinitas", hatte der größte englische Mathe- 
matiker IsaaJ?:]Srewton(1643— 1727) schon 1666 vollendet. 
Er entwickelte die Binomialreihe auch für den Fall 
solcher Exponenten, die nicht positiv und ganzzahlig 
waren, ferner kannte er die Reihen für sin z, cos z, arc 
sinz und die Exponentialreihe. 

Auch der berühmte Philosoph und Staatsmann Gott- 
fried Wilhehn Leibniz (1646—1716) beschäftigte sich 
schon frühzeitig mit derartigen Untersuchungen. Während 
man bisher gewohnt war, knunmlinig begrenzte ebene 
Figuren zum ßehufe der Quadratur durch parallele 
Ordinaten in Rechtecke zu zerlegen, teilte Leibniz der- 
artige Flächen von einem Punkte aus in Dreiecke und 
nannte dieses Verfahren die Transmutation. Als erste 
Frucht dieser Studien fand er, daß der Inhalt des Kreises 
vom Durchmesser 1 diu'ch die Reihe -j^ — ^ + i^-f + ... 
ausgedrückt wird. Er kannte den wichtigen Satz, daß 
eine fallende alternierende Reihe einen endlichen Wert 
besitze. Der Beweis für diesen Konvergenzsatz, den 
er allerdings erst 1714 bekannt gab, findet sich noch 
in den heutigen Lehrbüchern. 

Im Sinne Newtons setzten Halley und Abraham 
de Moivre (1667 — 1754) die Reihentheorie fort Die 
Leibnizische Richtung verfolgte besonders Jakob Ber- 
noulli. In einer 1689 veröffentlichten Abhandlung 
kommt Jakob Bernoulli auf die harmonische Reihe zu 
sprechen und beweist, daß sie eine unendlich große 
Summe besitze. Damit ist festgestellt, daß die Summe 
einer unendlichen Reihe, deren Endglied verschwindet, 
bald endlich, bald unendlich ist. 

Die Geschichte der Mathematik hat sich mit fünf Trägem 

des Namens Bernoulli zu beschäftigen , den Brüdern Jakob 

(1654—1705) und Johann (1667—1140), da-m mit Ni- 
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claus I. (1687 — 1759), dem Sohne eines dritten Bruders, endlich 
mit den beiden Söhnen Johanns, Ni claus II. (1695 — 1726) 
und Daniel (1700—1782). 

In der erwähnten „Analysis per aequationes" be- 
handelte Newton nach der Reihenentwicklung durch 
Wurzelausziehen die angenäherte Lösung von Zahlen- 
gleichungen durch Reihen und machte damit einen 
ziemlich großen Schritt über das von Stevin und Yiete 
Erreichte hinaus. 

1690 erschien der „Trait^ d'algebre" von Michel 
Rolle (1652 — 1719), der aufler einer wirklichen 
Methode zur Auflösung unbestimmter GHeichungen auch 
Näherungsmefhoden zur Bestimmung der öleichungs- 
wurzeln enthält, unter denen die Methode der Kaskaden 
hervorragt. Die Kaskaden sind nämlich nichts anderes 
als die aufeinanderfolgenden Ableitungen der gegebenen 
Gleichung und Rolle kennt den Satz, den wir heute 
so aussprechen: Zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Wurzeln der öleichimg f ' (z) = kann nur eine einzige 
Wurzel von f (z) = liegen. 

Auch Leibniz beschäftigte sich zu verschiedenen 
Zeiten mit Gleichungen und setzte die schon in seiner 
mathematischen Erstlingsschrift „De arte combinatoria" 
(1666) ausgesprochene Überzeugung, daß die Yervoll- 
kommnung und Erweiterung einer Wissenschaft von 
einer passend gewählten Zeichensprache abhänge, in 
die Tat um. 1676 wendete er zum ersten Male 
Stellenzeiger oder Indices an, um Punkte derselben 
Gattung mit den gleichen Buchstaben bezeichnen zu 
können; 1693 erfand er die Anwendung mehrfacher 
Stellenzeiger zur Auflösung des Eliminationsproblems 
und erhielt dadurch eine Eliminationsgleichung, die wir 
heute als die zu Null werdende Det er minante schreiben. 
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Die allgemeine Auflösung algebraischer Gleichungen, 
zunächst der Gleichung 5. Grades, ist ein im brief- 
lichen Verkehre Leibnizens mit Walther von Tschirn- 
haus (1651—1708) viel behandeltes Thema. Schon 
1678 erklärt Leibniz, er glaube einen Beweis zu be- 
sitzen, daß die allgemeine Lösung höherer Gleichungen 
nicht möglich sei — ein Beweis, den erst anderthalb 
Jahrhunderte später (1824) Abel lieferte. 

Über den eraten Erfinder der Differential- und 
Integralrechnung ist ein langer, erbitterter Streit 
geführt worden. Unklarheit in betreff der Sache, um 
die es sich handelte, Parteileidenschaft, Nationaleitelkeit 
haben gleich anfangs die Frage verwirrt. Heute können 
wir dieselbe dahin beantworten, daß die Erfindung der 
Differential- und Integralrechnung in die erste Hälfte 
des 17. Jahrhunderts zu verlegen ist. Die ver- 
schiedensten einschlägigen Aufgaben wurden an den 
verschiedensten Orten behandelt und zwar zuerst Auf- 
gaben der Integralrechnung, dann auch der Differential- 
rechnung. Aber als führend erwiesen sich die franzö- 
sischen Mathematiker, vor allen Pascal und Fermat. 
Es handelte sich noch darum, den inneren Zusammen- 
hang all dieser Aufgaben herzusteDen. Am klarsten 
erkannte ihn ohne Zweifel unter allen Mathematikern 
jener Zeit Fermat, doch ist dem von ihm eingeführten 
E nicht anzusehen, von welcher Größe es als Ver- 
änderung auftritt. 

Leibniz und Newton waren es, die diesen Zu- 
sammenhang vollständig erkannten und zum Ausdrucke 
brachten und daher als die Erfmder des Kalküls der 
Differential- und Intogmirechnung bezeichnet werden. 
Was der Infinitesimalrechnung bisher noch fehlte, die 
einheitliche Sprache und Schrift, Olas^ gab \\vc Lieibniz. 
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Newton besaß darüber selbständig Ähnliches, zum 
Teil schon früher, aber sein Wort „Fluxion** (das Leib- 
nizsche Differential) kommt erst 1687 in dem Werke 
„Philosophiae naturalis prineipia raathematica'^ , seine 
Bezeichnung 1693 durch Wallis in die Öffentlichkeit. 
Dagegen war Leibnizens grundlegende Abhandlung 
schon 1684 vorhanden. Seme Yeröffentlichnngen 
wirkten schulebildend, seine Methoden und Bezeich- 
nungen wurden Gemeingut aller Mathematiker, aber 
auch sein Charakter steht heute frei von jeder Makel, 
die ihm Parteihaß anzuheften trachtete, vor unseren 
Augen. 

Den Ausgangspunkt für Leibuiz bildete der schon 
im August 1673 angestellte Versuch einer allgemeinen 
Tangentenmethode, wobei er sich des Pascalschen 
„charakteristischen Dreieckes" bediente. Der große 
Schritt der Erfindung des neuen Algoritmus erfolgte am 
29.0ktober 1675. „Es wird nützlich sein," schreibt Leibniz, 
„statt omnia (Cavalieris Bezeichnung) f zu schreiben. Hier 
zeige sich eine neue Gattung des Kalküls. Sei dagegen 
yi =ya gegeben, so biete sich ein entgegengesetzter Kalkül 

mit der Bezeichnung l = --- . Wie nämlich / die Ab- 

d ^ 

messungen vermehrt, so vermindert sie d. f aber be- 
deutet Summe, d Differenz." Bald nachher schon ent- 

fernte er das d aus dem Nenner und schrieb statt , 

d 

die noch heute geltende Bezeichnung dx. Ln Drucke 
veröffentlichte Leibniz seine Entdeckungen zuerst im 
Mai 1684 in den seit 1682 erscheinenden „Acta eru- 
ditonim" unter dem Titel: „Nova methodus pro maxiniis 
et minimis, itemqne taugentibus, quae nee fractas nee 
irrationales quautitates moratur^ et ^\ä^vsJäx^ >^^^ >ii^ 
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calcuU genus." Er führt die Größe clx als eine be- 
liebige, nicht etwa als eine unendlich kleine Strecke 
ein. Hier ist zum ersten Male der Unterschied zwischen 
einem Maximum und Minimum erkannt und aus- 
gesprochen. Weiter ist der Differentialkalkül dargestellt 
und die Debeaunesche Aufgabe gelöst. Das Integral- 
zeichen erscheint zum ersten Male im Drucke 1686 in 
der Abhandlung „De geometria recondita et analysi 
indivisibilium atque infinitorum", worin Leibniz auch 
die Transzendenten einführt als Größen, die durch 
keinerlei Gleichung bestimmten Grades erklärt werden, 
vielmehr über jede algebraische Gleichung hinausgehen. 
In weiteren Aufsätzen führt er die Begriffe der krumm- 
linigen Koordinaten und der Einhüllenden ein, löst die 
von Viviani 1692 gestellte, sogenannte „Florentiner 
Aufgabe", aus einer Halbkugel rings um die Grund- 
fläche herum vier gleiche Öffnungen herauszubrechen, 
so daß die restliche Fläche quadrierbar sei. 1693 lehrte 
er die Integration von Differentialgleichungen diu-ch 
Reihen, wobei auch die abermalige Differentiation einer 
Differentialgleichimg zum ersten Male vorkam. 

Daß Rektifikation, Kubatur, Quadratur Aufgaben von 
wesentlich gleicher Natur seien, spricht Newton schon 
in der mehrerwähnten „Analysis per aequationes" aus. 
Im Anschlüsse anBarrows 1664 — 1666 erschienenes 
Werk „Mathematicae lectiones" geht Newton von der 
Bewegungslehre aus. Barrow stellt die in den auf- 
einanderfolgenden Zeiten statthabenden Geschwindig- 
keiten durch Strecken dar, deren Gesamtheit ein Büd 
der vollzogenen Bewegung darbietet. Auch die Tangenten- 
aufgabo ist ihm eine Anwendung des Gedankens, Eigen- 
f^chaften der Kurven ans der Zusammensetzung von Be- 
ne^iw^-en abzuleiten. Die Methode der dv^dv Rechnung 
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herzustellenden Tangenten verdankte er seinem Freimde 
Newton. Letzterer ging al»er weiter, indem er in der 
„Analysis" noch den Begriff der Augenblicksveränderung 
(momentum), der in der kürzesten Zeit sich vollziehenden 
räumlichen Veränderung, hinzufügte. Newton beab- 
sichtigte, 1671 eine große Abhandlung „Methodus 
fluxionum et serierum infinitarum" zu veröffentlichen. 
Durch eine sonderbare Verkettung von Umständen er- 
schi^ sie aber erst nach seinem Tode, 1736. Die 
Aufgabe der Fluxionsmethode ist eine doppelte, die Ge- 
schwindigkeit zu finden aus dem Wege imd den Weg 
aus der Geschwindigkeit. Ein stetig sich ändernder 
Raum heißt ein Fluens. Die Geschwindigkeiten, nach 
welchen die einzelnen Fluenten (x, y, z, u) sich ändern, 
heißen Fluxionen (x, y, z, ü). Die zweite Aufgabe, 
Toii der Fluxionsgleichung zur Gleichung zwischen den 
Fluenten ziu'ückzukehren, löst Newton durch Ent- 
T^^öklung in unendliche, nach Potenzen der Fluenten 
fortlaufende Reihen. Als dritte Aufgabe behandelt er 
Maxima und Minima , als vierte die Tangenten- 
könstruktion, als fünfte die Größe der Krümmung einer 
Kurve in einem bestimmten Punkte, wobei der Fluxionen- 
quotient durch eine Strecke z dargestellt wird, so daß 
dieFluxion des Fluxionenquotienten auch gebildet werden 
kann. 

Der neue, von Leibniz erfundene Kalkül wurde von 
den Brüdern Jakob imd Johann Bernoulli mit 
wahrer Begeisterung aufgenonimen und auf die Lösung 
alter und neuer Probleme angewendet. Jakob be- 
handelte bereits 1690 die Aufgabe der Isochronen, 
wobei er sich zum ersten Male des Wortes „Integi^al" 
bediente, das auch von Leibniz gebilligt wurde. Zum 
Schlüsse stellte er die Awigafo^, vk\fe Qv^"^\»J^ ^>Kfö^VN&'^- 
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samen, an zwei Punkten frei aufgehängten Seiles, zu 
finden, die schon Galilei, aber erfolglos, zu lösen ver- 
sucht hatte. Sie wurde von Leibniz, Huyg;ens und 
Johann Bernoulli gelöst. Andere Untersuchungen 
beschäftigten sich mit den Segelkurven, der logarith- 
mischen Spirale, der elastischen Kurve, der Lemniskate. 
Johann Bernoulli behandelte 1694dieDifferential- 
gleichimgen erster Ordnung, wobei auch der Ausdruck 
,,Trennung der Veränderlichen" vorkommt Anschließend 
an Leibnizens Integration durch Eeihen gibt er die all- 
gemeine Formel der Entwicklung einer Funktion in 
eine unendliche Reihe. 1697 stellt er die Aufgabe, 
eine Kurve zu finden, die gegebene Kunden unter ge- 
gebenem, unveränderlichen! oder nach einem bestimmten 
Gesetze veränderlichem Winkel schneidet, die er im 
folgenden Jahre „Trajektorie" nannte. Auch die Rech- 
nung mit den Exponentialgrößen stellte er 1697 
fest, wobei er als Beispiel die logarithmischo Kurve 
(y=rlogx) verwendete, die zuerst Descartes 1639 
behandelt hatte. Im Jahre 1696 legte er den Mathe- 
matikern die erste Aufgabe der Variationsrechnung 
vor, den Weg "zu finden, auf welchem ein Körper von 
einem Punkte A zu einem Punkte ß in der kürzesten 
Zeit fällt. Die Anregung zu dieser Aufgabe entspl»Dg 
der von Huygens entwickelten Wellentheorie des Lichtes. 
Das Jahr 1697 brachte dann die Lösungen von Johann 
Bernoulli selbst, der die Kurve (Zykloide) Brachisto- 
chrone nannte, vom Marquis de THöspital, von 
Tschirnhaus, Newton, Leibniz und Jakob Ber- 
noulli. Nur die beiden letzteren behandeltöi das 
Problem als Maximal- und Minimalaufgabe, und die 
Methode von Jakob Bernoulli blieb bis auf Lagrange 
>»• (he BohamUung ähnlicher Fälle die \ierYSfc\veivdft, Auch 
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das schon aus dem Altertume stammende isoperi- 
metrische Problem erfuhr zuerst durch Jakob Ber- 
nouili eine streng wissenschaftliche Behandlung, 
während hinwieder Johann 1698 das Problem der 
kürzesten Linie zwischen zwei Pimkten einer Fläche, 
daa auf Raumkurven führt, die das 19. Jahrhundert 
„geodätische Linien" nannte, zuerst mit Erfolg in An- 
griff nahm. 

Zu den wissenschaftlichen Freunden Leibnizens 
gehörte Guillaume Fran9ois Marquis de 1' Hospital 
(1661 — 1704), der 1696 das erste Lehrbuch der 
Differentialrechnung „Analyse des infinement petits 
pour l'intelligence des Lignes courbes" veröffentlichte. 

Als ginindsätzlicher Gegner der Leibniz sehen Diffe- 
rentialrechnung erhob sich Bernliard Nieuwentijd 
(1654 — 1718), dessen Anwendungen teilweise ganz 
berechtigt waren, da die Lehre vom Unendlichkleinen 
an Un Vollkommenheiten litt, die erst diu-ch Cauchy voll- 
ständig behoben wurden. Ein persönlicher Feind Leib- 
nizens war Nicolas Fatio de Duillier (1664 — 1753), 
der den Anstoß zu dem erwähnten Prioritätsstreite über 
die Erfindung der Infinitesimalreclmung gab (1699). 

3. XVIII. Jahrhundert. 

Durch die Hebung des Schulwesens in diesem Jahr- 
hunderte wurde der elementare Rechenunterricht 
gefördert. Bedeutsam für seine Entwicklung wurden 
die methodischen Schriften von Johann Christoph Sturm 
(1635—1703), ChristianWolf (1679— 1754), Abraham 
(lotthelf Kästner (1719—1800) u. a. Als Schulbuch 
war von besonderem Werte die 1732 erschienene 
„demonstrative Rechenkunst^^ von GK\:\&tV\aV^ ^. <i\a.^^- 
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berg (1689 — 1751). Während bei allen Zinsrechnungen 
mit gesuchtem Endwerte bereits das 16. Jalirhündert 
die richtigen Methoden besaß, kamen in der Eabatt- 
rechnung noch lange Zeit Unrichtigkeiten vor, bis 
Leibniz darauf hinwies, daß der Eabatt auf 100 be- 
rechnet werden müsse. Clausberg stellte sich ent- 
schieden auf die Seite Leibnizens und so einigten sich 
allmählich Mathematiker und Jiu-isten auf die richtige 
Formel. Die Wechsel- und Arbitragerechnung erfuhr 
durch Clausberg eine eingehende Begründung und Aus- 
führung. Aus dieser Zeit stammt auch die „Reessche 
Regel" von Caspar Franz de Rees (geb. 1690), die 
dem von Clausberg benutzten Kettensatz eine andere 
Anordnung gab. 

Durch die von Leibniz ^begründete kombinato- 
rische Analysis nahm auch die Wahrscheinlich- 
keitsrechnung einen neuen Aufschwung. 1713 er- 
schien Jakob Bernoullis nachgelassenes Werk „Ars 
coniectandi" in vier Abschnitten. Der erste enthält die 
Huygenssche Abhandlung mit bedeutungsvollen Er- 
weiterungen. Im 2. Abschnitt ist eine ausführliche 
Daistellung der Kombinationslehre gegeben. In ihm 
treten auch zum ersten Male die „Bemoullischen Zahlen" 
auf. Der 3. Abschnitt bringt Anwendungen der Kom- 
binationslehre auf Fragen der Wahrscheinlichkeits- 
rechnimg und die Lösung mitunter recht schwieriger 
Probleme. Der 4. unvollendete Abschnitt endlich ist 
der Glanzpunkt des Werkes ; in ihm werden der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung ganz neue Bahnen gewiesen 
durch das berühmte ,,BemouIlische Theorem" (Gesetz 
der großen Zahlen), das neben die bis dahin allein be- 
trachtete Walu'sclieinlichkeit a priori die ffir alle An- 
^yoiidungcn auf die verscliiedeivetv ^^Vvv^Xft ^^ä Iiebens 
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viel wichtigere Wahrscheinlichkeit a posteriori stellt. 
Von hervorragender Bedeutung ist auch die „Doctrine 
of Chances" (1718) von Moivre. Weiterhin taten sich 
auf dem Gebiete der Kombinatorik und Wahrscheinlich- 
keitsrechnung hervor Leonhard Euler (1707 — 1783, 
Bi-ückenaufgabe 1736), Daniel Bernoulli (Peters- 
burger Aufgabe), u. a. 

Gregen Ende des Jahrhunderts wurde dieses Gebiet von 
einer Anzahl deutscher Gelehrter mit Vorliebe gepflegt und 
es entstand unter Fühnmg Hindenburgs (1741 — 1808) 
die „kombinatorische Schule", als deren Vertreter weiter 
noch Eschenbach (1764—1797), Ro the (1773—1842) 
und besonders Pfaff (1765 — 1825) zu nennen sind. 
Sie zeichnete sich durch eine gewisse Eleganz der 
Resultate aus, vermochte aber auf die Entwicklung der 
Mathematik im 19. Jahrhunderte keinen Einfluß zu ge- 
winnen, da sie den neuen und fruchtbaren Methoden 
gleichzeitiger französischer Mathematiker, wie Lagrange 
und Laplace, ferne stand. 

Der erste, der nach Format zahlentheore tische 
Untersuchungen in gi-oßem Maßstabe wieder aufnahm, 
war Euler, der zu vielen Fermatschen Sätzen die Be- 
weise lieferte, ferner die allgemeine Lösung der imbe- 
stimmten Gleichung 2. Grades nebst vielen scharfsinnigen 
Lösungen einzelner Gleichungen gab. Nach Euler ist 
vorzüglich Joseph Louis Lagrange (1736 — 1818) als 
Zahlentheoretiker zu nennen. Er bewies, daß eine be- 
liebige Zahl als Summe von vier oder weniger Quadraten 
darstellbar ist imd daß eine reeUe Wurzel einer algebra- 
ischen Gleichung beliebigen Grades in einen Kettenbruch 
verwandelt werden kann. Er gab den ersten Beweis 
dafür, daß die Gleichung x^ — A y^ = 1 stets in ganzen 
Zahlen lösbar ist, und entdeckte N\eV^ ^^tä ^^^^^^^^xsj^- 
Sturm, Geschichte der Maüiem&UY, ^ 
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zahlen. Euler und Lagrange vermochten auch schon 
für emzelne Fälle das „quadratische Keziprozitätsgesetz" 
zu zeigen. Andrien Marie Legendre (1752 — 1833) 
versuchte einen vollständigen Beweis in seiner Ab- 
handlung „Essai sui la thöorie des nombres" (1798), 
doch gelang derselbe völlig einwurfsfrei erst 1796 dem 
größten deutschen Mathematiker, Karl Friedrich Grauß 
(1777 — 1855), der ihn in den berühmten „Disquisitiones 
arithmeticae" (1801) veröffentlichte. 

Einen wichtigen Fortschritt in der Algebra be- 
zeichnet die 1707 veröffentlichte „Arithmetica universalis" 
von Newton.- Hier wird zum ersten Male die Frage 
nach der wirklich vorhandenen Anzahl komplexer Glei- 
chungswurzeln aufgeworfen und zu beantworten ver- 
sucht. Die schon von Gfirard berechneten symmetrischen 
Funktionen (der Potenzsummen) der Wurzeln einer alge- 
braischen Gleichung werden benutzt zur Auffindung 
einer Grenze, unter der die Wurzel werte liegen müssen. 
Gleichzeitig gibt Newton zu verstehen, man könne auch 
Formeln für die Summen höherer Wurzelpotenzen finden. 
Nach der algebraischen Auflösung der Gleichungen 
werden auch geometrische Methoden gegeben, deren 
Zweck es ist, erste Näherungswerte zu finden. 
Weitere Erläuterungen zu Newtons Kegel für die Auf- 
findung der Anzahl komplexer Wurzeln einer Gleichung 
gaben Colin Maclaurin (1698 — 1746) und Georg- 
Camp bell. Als tüchtigen Algebraiker haben wir auch 
zu nennen Jean Paul de Gua de Malves (1712 — 1785), 
der die Anzahl der komplexen Gleichungswurzeln auf 
geometrischem Wege bestimmte. 

Euler beschäftigte sich 1748 mit der Resultante 

zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten und führte 

ihre Bestimmung auf die Lösung eines SyB»tems linearer 
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G^leichuDgen zurück. Der Name „Resultante" stammt 
von Etienne B6zout (1730 — 1783), der angab, wieviel 
gemeinsame Wurzeln höchstens ein Gleichungssystem 
erfüllen. Weiterhin wurde die Elirainationstheorie ge- 
fördert durch Lagrange, der 1770 die JBedingunjg für 
mehrere gemeinsame Wurzeln aufstellte, und Sim^on 
Denis Poisson (1781 — 1840), der eine Methode zur 
Bildung symmetrischer Funktionen der gemeinsamen 
Werte der Wurzeln eines Gleichungssystems lehrte. 
Auf Lagrange geht auch der Begriff der Invarianz zu- 
rück, indem er 1773 zeigte, daß die Diskriminante der 
quadratischen Form a x^ + 2 b x y + c y ^ beim Übergange 
von X zu x + Ay unverändert bleibe. 

Nachdem aUe bisherigen Bemühungen, die allge- 
meine Auflösung von Gleichungen, die den 4. Grad 
übei^tiegen, zu finden, sich als fruchtlos erwiesen hatten, 
versuchte Euler 1749 zunächst die Gleichung vom 
Grade 2 n in zwei Faktoren n-ten Grades zu zerlegen 
mit Hilfe unbestimmter Koeffizienten, ohne jedoch be- 
friedigende Ergebnisse zu erlangen. 1762 versuchte 
er, eine Wurzel der Gleichung n-ten Grades aus n — 1 
Radikalen n-ten Grades mit untergeordneten Quadrat- 
wurzeln zusammenzusetzen, wobei er auch bis zum 
4. Grade keine Schwierigkeiten fand. Aber schon bei 
Gleichungen 5. Grades mußte er sich auf spezielle 
Fälle beschränken. So erhielt er aus x^ — 40 x^ — 72 x^ 
+ 50 X + 98 = die Wurzel 



x = )/-31 + 3/^ + F-31-3y-7 

5 __ . 5 

+ F--18 + 10y^^7+F-18-10y-7. 
Bezout eliminierte aus den Gleichungen y° — 1 = und 



^^ 
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einer Gleichung n-ten Grades f(x) = 0. Weiterhin be- 
diente er sich der Koeffizientenvergleichiuig. Er ver- 
mochte zwar ebensowenig die Gleichimg 5. Gimles zu 
lösen, doch gab ihm das Problem Veranlassung, die 
Eliminationsmethode zu verbessern. 

Lagrange veröffentlichte 1771 eine inhaltsreiche 
Abhandlung, in der er durch Resolventenbildung die 
Wurzeln einer Gleichung als Funktionen der Koeffizienten 
untersuchte. Zugleich beleuchtete er alle bisherigen 
Methoden der Gleichungsauflösung und zeigte, wie die 
Grenzen der Wiu'zeln und die Zahl der imaginären 
Lösungen bestimmt werden können. Während sich also 
das allgemeine Problem als unlösbar erwies, wurden in 
speziellen Fällen wichtige Resultate gefunden. So be- 
handelte Moivre die reziproken Gleichimgen, Euler 
die symmetrischen Gleichungen und Bözout gab die 
Bedingung an, unter der die GMchung n-ten Grades 
auf die Form y" -f a = gebracht w^en kann. Femer 
gehört hierher die Kreisteilungsgleichung, für die Gauß 
(1801) eine abschließende Theorie aufstellte. 

In der Dissertation von 1799 gab Gauß den ei-sten 
seiner Beweise für den Satz , daß jede algebraische 
Gleichung eine reelle oder komplexe Wurzel hat. Hier 
sprach er auch die schon von Leibniz angedeutete Ver- 
mutung aus, daß es unmöglich sei, Gleichungen von 
höherem als dem 4. Grade durch Wurzelgi-ößen auf- 
zulösen. Den strengen Beweis lieferte Abel im Jahre 
1824. Was die Anzahl der Wiu-zeln einer Gleichung 
anbelangt, so hatte schon 1742 Euler den Satz richtig 
so formuliei-t, daß jeder algebraische Ausdruck in 
Faktoren ersten und zweiten Grades mit reellen Koeffi- 
zienten zerfällt werden kann, aber den strengen Beweis 
vermochte weder er selbst noch SeanleBöü^^'^Uwibert 
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(1717 — 1783) noch Lagrange zu erbringen. Auch 
diesen Fimdamentalsatz der Algebra bewies zum ersten 
Male Gauß in der genannten Dissertation. Audi in 
der Folge kam OauB noch dreimal (1815, 1816, 1849) 
auf dieses Thema zurück und stellte weitere Beweise auf. 
Die bereits von Leibniz begonnenen Untersuchungen 
über Determinanten wurden erst von Gabriel Gramer 
(1704 — 1752) wieder aufgenommen, ß^zout, Charles 
Auguste Vandermonde (1735 — 1796), Pierre Simon 
La place (1749—1827) vervollkommneten die neue 
Theorie, Lag ränge zeigte ihre Anwendbarkeit bei Auf- 
gaben der analytischen Greometrie. 

Die Reihentheorie, die, wie wir sahen, aus den Un- 
endlichkeitsbetrachtungen des 17. Jahrhunderts entstand 
und rasche Fortschritte machte, fand auch im 18. Jahr- 
hunderte wesentliche Förderung, besonders durch An- 
wendung der Differentialrechnung — allerdings mehr 
nach der formalen Seite, da man sich um Konvergenz 
und Divergenz wenig kümmerte. 

1715 veröffentlichte Taylor seine berühmte Reihe, 
die er mit Hilfe der von ihm umgestalteten sogenannten 
„Newton sehen Interpolationsformel" herleitete. Er hob 
auch schon diejenige Spezialform seiner Reihe, die 
später den Namen der „Maclaurinschen" erhielt, aus- 
drücklich hervor. Den Beweis des binomischen 
Lehrsatzes für beliebige rationale Exponenten, den 
Newton noch nicht besaß, gab zuerst Maclau rin in 
seinem umfangreichen Werke „Treatise of fluxions" 
(1742), wo er auch den polynomischen Satz bewies. 

Die schön von Gregory aufgestellten Reihen 
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x^ 2 17 

^^ = ^ + ¥+15^' + 315^'+-- 

SeC X = 1 + -TT + .T-/ X* + zr;r^ X^ + . . . , 

deren erste für den Zentriwinkel 45® in die Leibnizsche 
Reihe für — übergeht, ferner die von Leibniz ent- 
wickelten Reihen für sinversx, sinx, cosx, e"~* 
und e^ fanden neue Ableitungen \md weitere Behand- 
lung durch Johann Bernoulli, Euler und Lagrange. 
Johann Bernoulli machte auch schon den Übergang 
vom Arcustangens zimi Logarithmus einei* negativen 
Zahl (1702). 

Die größte Gewandtheit in Behandlung unendlicher 
Reihen zeigte aber Euler, der die Exponentialreilie 
aus der Binomialreihe ableitete, ferner rationale Funk- 
tionen in Reihen entwickelte, die nach sin und cos 
der ganzen Vielfachen des Argumentes foiischreiten, 
wobei er die Koeffizienten dieser trigonometrisclien 
Reihen durch bestimmte Integrale definierte. 

Mo i vre behandelte in eingehender Weise die 
rekurrenten Reihen, in denen jedes folgende Glied 
in konstantem linearen Zusammenhange mit dem vor- 
hergehenden steht. Bereits 1707 veröffentlichte Moivre 
das berühmte nach ihm benannte Binomialtheorem. 
In enger Beziehung dazu steht die von Roger Cot es 
(1682 — 1716) gefundene Zerlegung von a^4:^? '^'^ ^ 
eine ganze Zahl ist, in Faktoren. Jean Baptiste Joseph 
Fourier (1768 — 1830) wendete die von Euler ge- 
gebenen trigonometrischen Reihenentwicklungen auf die 
B/irsteUnng einer beliebigen Fimktion durch Reilien an, 
^//o n/io/i trlg-onomotrif^dieii FunküoAAOw V\o\i?wc\\^v Winkel 
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fortschreiten; Pierre Simon Laplace (1749 — 1827) gab 
Keihenentwieklungen mit zwei Yamblen, namentlich in re- 
kurrente Eeihen;Andrien Marie Legendre (1752 — 1833) 
veranlaßte durch Einführung der Kugelfimktibnen eine 
wichtige Erweiterung der Eeihentheorie. 

Wie auf den meisten anderen Gebieten der Mathe- 
matik, so ti-at auch in der Reihenlehre mit G-auß ein 
Wendepunkt ein ; es begann die Zeit der exakten Behand- 
lung, die Aufstellung der Kriterien der Konvergenz und 
Divergenz, die Untersuchung des Restes und der Fort- 
setzung der Reihen über den Konvergenzbereich hinaus. 

Eine ausführliche Darstellung der gesamten mathe- 
matischen Wissenschaft um die Mitte des 18. Jahr- 
hundei'ts mit Ausschluß der Differential- und Integral- 
rechnung gibt Eulers „Introductio in analysin infini- 
torum" (1748), enthaltend die algebraische Analysis 
und die analytische Geometrie. Der erste Teil behandelt 
die Fimktionen, ihre Umformung und Darstellung durch 
unendliche Reihen, die Exponentialgrößen, Logarithmen 
und Kreisfunktionen und ihre Reihenentwicklung, un- 
endliche Produkte, Zerlegung von Brüchen, rekurrente 
Reihen und ihre Anwendung zur Berechnung der Wurzeln 
der Gleichungen, Anwendung der Reihenlehre auf Zahlen- 
theorie, Kettenbrüche. 

Die Anwendung der Koordinatenmethode auf den 
Raum von drei Dimensionen nahm in konsequenter 
Weise zuerst Antoine Parent(1666 — 1716) vor, indem 
er Oberflächen durch eine Gleichung zwischen den drei 
Koordinaten eines Raumpunktes darstellte (1700). Einen 
wesentlichen Fortschritt machte diese Anwendung durch 
Alexis Claude Clairaut (1713—1765), der in dem 
1731 gedruckten klassischen Werke „Recherches sur 
los ex)urbes a double courbure" die Raumkiwivea bß.- 
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handelte. 1704 veröffentlichte Newton seine „Enume- 
ratio lineai^um tertii ordinis", in der er zuerst den Grad 
einer Kurve durch die Anzahl von Durchschnittspunkten 
mit einer Geraden bestimmte und die so definierten 
Kurven 3. Grades in Gruppen zusammenfaßte. Er 
fand zahlreiche solche Kurven, die sich als „Schatten" 
von fünf Typen darstellen lassen, womit ein bedeutender 
Fortschritt der Perspektive verbunden war. Newton 
konstruierte die Kegelschnitte aus fünf Tangenten, be- 
handelte mehrfache Punkte einer Kur^^e im Endlichen 
und Unendlichen und gab Eegeln zur Untersuchimg des 
Verlaufes der Kurven in der Umgebung eines ihrer 
Punkte (Newtonsches Parallelogramm), sowie auch zur 
Bestimmung der Ordnung der Berührung. (Auch 
Leibniz und Jakob Bernoulli hatten über Oskulationen 
geschrieben.) Erläutenmgen . und Fortsetzungen dieses 
Werkes verdanken wir James Stirling (1692 — 1770) 
und Maclaurin in seinem vortrefflichen Werke „Geo- 
metria organica" (1720). 

Als die ersten wirklichen Lehrbücher der algebra- 
ischen Kurs^en haben wir zu bezeichnen den schon er- 
wähnten 2. Band der „Introductio" von Euler (1748) 
und die 1750 erschienene „Introduction ä l'analyse des 
lignes courbes algebriques" von Gramer, in der sich 
auch die erwähnten Untersuchungen über Determinanten 
finden. Euler führte die Systeme von Punkten des 
Schnittes zweier Kurven in die Geometrie ein durch 
den Satz, daß durch acht Schnittpunkte zweier Kurven 
3. Ordnung der neunte bestimmt sei. Der von Euler uud 
Gramer bemerkte und erst 1818 von Lame gelöste 
scheinbare Widerspruch zwischen der Anzahl der eine 
ebene /^^ebraische Kurve bestimmenden Punkte und 
fJer Zahl der unabhängigen Sc\in\U,^\mV\G xv^Qier Kurven 
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derselben Ordnung heißt ds^ „Euler-Cramersehe Para- 
doxon". 

Von Einzeluntersuchungen seien erwähnt die Be- 
stimmung des algebraischen Ausdruckes für den Ab- 
stand der Mittelpunkte des einem Dreiecke ein- und 
umgeschriebenen Kreises diu'ch William Chapple 
(1746), die ersten Untersuchungen über den Flächen- 
inhalt uberschlagener Vielecke von Fr. Meister (1769). 
Josef Saurin (1659—1737) behandelte 1716 die Tan- 
genten in den vielfachen Punkten einer Kurve. Die 
1678 veröffentlichten Transversalensätze des Giovanni 
Ceva "woirden von Robert Simsen (1687 — 1768) und 
Matthew Stewart (1717 — 1785) weiter ausgedehnt. 

Die projektivische Geometrie gelangte zur Ent- 
faltung durch die 1795 veröffentlichten „Lepons de 
geometrie descriptive" von Gaspard Monge (1746 
bis 1818). Dieses Werk schuf den Begriff der geo- 
metrischen Allgemeinheit und Eleganz. Durch Ein- 
führung des Imaginären in die reine Geometrie ent- 
deckte Monge zahlreiche Eigenschaften der Flächen und 
Kui^ven, die zu ihrer Klassifikation dienten. Aber auch 
die Theorie der Krümmung der Flächen (Differential- 
geometrie) erhielt durch dieses Werk mächtige Förderung. 
Vorarbeiten auf diesem Gebiete stammten von Lagrange, 
der 1761 die Differentialgleichung der Minimalflächen 
aufstellte, von Euler (1764) und Meusnier (1776); 
Monge behandelte es eingehend in der „Application de 
1 'Analyse ä la G6om6trie" (1795). Die Perspektive des 
18. Jahrhunderts wurde im Anschlüsse an Desargues 
besonders durch Taylor und Joh. Heinrich Lambert 
(1728 — 1777) ausgebildet. Ei^sterer bestimmte in der 
„Linear perspective" (1715) eine Gerade durch ihre 
Spur und den Verschwindungspunkt^ eiue ¥.kN^v\^> ^fc^*^ 
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ihre Spur imd Verschwinduogsgerade. Lambert benutzte 
diese Methoden zur perspektivischen Abbildung von 
räumlichen Gebilden allgemeiner Lage. 

Im engsten Zusammenhange mit der projektivischen 
Geometrie entwickelte sich auch die darstellende 
Geometrie durch Arbeiten von Abraham de Bosse 
(17. Jahrhundert), einem Schuler Desargues', und 
Frezier (1682—1776). Zu einer selbständigen Dis- 
ziplin wiurde sie durch Monge erhoben, der in der 
„Geometrie descriptive" Horizontal- und Yertikalebene 
mit dem Gmndschnitte einführte, Punkte und Gerade 
durch zwei Projektionen, Ebenen durch zwei Spiu'en dar- 
stellte. Mächtig fördernd wirkten für die neue Disziplin 
die gleichzeitig entstehenden technischen Schulen. 

Die Rechnungen der Trigonometrie waren durch 
Viotes Einführung algebraischer Behandlung und durch 
die Erfindung der Logarithmen wesentlich erleichtert 
worden. Im 1 8. Jahrhunderte erhielt dieser Zweig der 
Matliematik seine heutige Vollendung. Die übei^sicht- 
liche Gestaltiuig der Formeln ist in erster Linie Euler 
zu verdanken, der konsequent die Seiten des Di*eieckes 
mit a, b, c, die Winkel mit A, B, C bezeichnete. Er 
definierte die goniometrischen Funktionen als Zahlen, 
um sie in die Reihen einführen zu können, und leitete 
die ganze sphärische Trigonometrie aus einigen w^enigen 
Formeln ab (1753 und 1779). 1753 machte er auf 
den Zusammenhang der Formeln für die ebene und 
spliärische Trigonometrie aufmerksam, den Lambert 
1765 genauer auseinandersetzte. De Gua bewies 1783 
den schon 1727 von F. C. Mai er behaupteten Satz, 
daß man die ganze Trigonometrie aus dem Kosinus- 
satxe herleiten könue^ — ein Beweis, den Lagrange 
(f7no) und Gaiiß (1810) voremiac\\lo\\. "^^w^, Formeln 
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für andere Dreiecksstücke, für den Umfang, die Winkel- 
summe, den Eadius des ein- und umgeschriebenen 
Kreises, ferner die Hauptsätze für Yielecke und Yiel- 
flache wurden in diesem Jahrhunderte aufgestellt. An 
diesen Fortschritten beteiligten sich außer Euler haupt- 
sä<3hlich Lexell (1740—1784), Lhuilier (1752 
bis 1833), Lagrange, Legendre, Carnot und Gauß. 

Zur Fertigstellung der Lehre vom Differentiieren 
hatten schon Leibniz und L 'Hospital das Nötige 
veröffentlicht. Ein ausführliches Lehrbuch der Differential- 
rechnung schuf Euler in den „Institutiones calculi 
differentialis" (1755), einem für die Entwicklung der 
Eeihentheorie bahnbrechenden Werke. Dagegen herrschte 
in betreff der Grundlagen der Infinitesimalrechnung 
noch immer Unklarheit und Uneinigkeit. Den höchsten 
Standpunkt nahm in dieser Hinsicht Lag ränge ein, 
der 1797 versuchte, eine Theorie imabhängig vom Un- 
endlichkleinen nur auf dem Wege der algebraischen 
Analysis zu begründen. Wenn er auch damit nicht 
durchzudringen vermochte, so bahnte er doch den Weg 
für jene Funktionentheorie, die sich unter den großen 
Analytikern des 19. Jahrhunderts mächtig entfaltete. 

Auch die viel schwierigere Aufgabe des Inte- 
grierens machte besonders durch Cotes und Moivre, 
die eine große Menge von Integralen lösten, solche 
Fortschritte, daß in Eulers „Institutiones calculi inte- 
gralis'* (1768) beinahe alle Integrale rationaler, irratio- 
naler und ti'anszendenter Differentialausdrttcke vorhanden 
sind, die wir heute in den Lehrbüchern finden. 

Zu den schwierigeren Partien der Integralrechnung, 
die um diese Zeit die Aufmerksamkeit der Mathematiker 
auf sich zu ziehen begannen und späterhin große Be- 
deutung erlangten, gehüvow OAö ^\V\\jV\%^V^^\ >x^^ 
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Abels chen Funktionen, deren Anfänge auf Joh. Ber- 
nouUi und den Grafen Fagnano (1682 — 1766) zu- 
rückführen, der 1718 und eingehender 1750 die Rek- 
tifikation der Lemniskate auf die der Ellipse und Hyperbel 
gründete. Euler verallgemeinerte die Untersuchungen 
Fagnanos (Additionstheorem). Auch Maclaurin und 
d'Alembert beschäftigten sich mit der Zurückführung 
von Integralen auf die Rektifikation der Ellipse und 
Hyperbel. John Landen (1719 — 1790) und Lagrange 
brachten nach diesen Yoruntersuchungen den Gegen- 
stand auf einen Standpunkt, der von dem Legendres, 
des eigentlichen Begründers der Theorie der elliptischen 
Funktionen, nicht mehr allzuferne war. 

Von geringerer Tragweite als die elliptischen Funk- 
tionen, aber dennoch von bedeutendem Einflüsse auf 
die Theorie der Transzendenten sind zwei bestimmte 
Integrale, die zuerst von Euler, und später von Le- 
gend re, der ihnen den Namen „Eulersche Integrale" 
gab, behandelt wurden, die Betafunktion und die 
Gammafunktion (1730). Die Theorie der Gamma- 
f unktionen, deren Hauptsatz in einer nachgelassenen Ab- 
handlung Eulers (1790) ausgesprochen ist, wuMe von 
Legendre (1817) zu großer YoUkommenheit entwickelt. 
Die Probleme der Brachistochrone und der Isoperi- 
metrie, mit denen sich Jakob und Johann Bernoulli, 
Clairaut u. a. befaßten, veranlaßten auch Euler zu 
mehreren Abhandlungen, die er 1744 in einem reich- 
haltigen Werke („Methodus inveniendi etc.") zusammen- 
faßte, worin er eine neue imd allgemeine Darstellung 
der Yariationsrechnung gab. Er verließ in diesem 
Werke den älteren geometiischen Standpunkt und näheile 
sich der Auffassung Lagranges, der in einer 1702 
yoröffentJichten Abhandlung (\\\rc\v lem ^xv^l^tische 
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Behandlung und eine passende Bezeichnungsweise der 
Vaidationsrechnung die bis jetzt noch tiberwiegend 
geometiischen Aufgaben der Maxima und Minima zu 
einem selbständigen analytischen Kalkül erhob. 

Das schwierige Gebiet der Differentialglei- 
chungen erfreute sich einer besonders eifrigen Behand- 
lung von Seiten der größten Mathematiker des 18. Jahr- 
hunderts. Wenn auch die meisten einschlägigen Ab- 
handlungen nm' ganz spezielle Gleichimgen behandeln, 
so verdanken wir doch vor allem Euler, Clairaut, 
Lagrange und Monge die Aufstellung der wesent- 
lichen allgemeinen Gesichtspunkte in dieser ausgedehnten 
Theorie. Die ersten Anfänge gehen zurück in die Zeit 
der Erfindung der Infinitesimalrechnung. Das wesent- 
lichste Moment in der Lösung der Gleichungen erster 
Ordnung mit zwei Variablen, die Trennung der Yariablen, 
wurde schon 1697 von Joh. Bernoulli klar ausge- 
sprochen. Sowohl er als auch sein Bruder Jakob 
lösten auf diesem Wege eine große Zahl von Differen- 
tialgleichungen, deren wichtigste die von letzterem den 
Mathematikern vorgelegte „Bemoullische Differential- 
gleichung" war. Johann Bernoulli kannte auch schon 
die Lösung der homogenen Differentialgleichung 
vermittels Trennung der Variablen. Mit der Lösung 
der homogenen und linearen Differentialgleichungen war 
die Aufgabe der Integration der Differentialgleichungen 
erster Ordnung und ersten Grades bedeutend reduziert, 
da eine große Zahl komplizierterer Gleichungen sich 
auf jene zurückführen läßt. Von besonderer Bedeutung 
wurde die vom Grafen Jacopo Riccati (1676 — 1754) 
aufgestellte „Riccatische Differentialgleichung", mit der 
sich die bedeutendsten Mathematiker beschäftigten. Ein 
neues Prinzip der Integration, die T\v^<ä\<^ ^<^% v^\.^- 



142 Neuzeit. 

grierenden Faktors, wurde 1734 durch Euler und 
unabhängig von ihm durch Alexis Fontaine(l 705 — 1771) 
und Clairaut eingeführt. 

Die singulären Lösungen und deren Ermittlung 
diu-ch abermalige Differentiation entdeckte Taylor 
(1715). Mit diesem Gegenstande beschäftigten sich 
weiterhin Clairaut (1734), d'Alembert (1748), Euler 
(1756), Laplace (1772) und Lagrange (1774), der 
die geometrische Deutung der singulären Integrale gab. 

Für die Differentialgleichimgen 2. Ordnung mit zwei 
Variablen gab Euler 1728 eine Methode der Zurück- 
führimg auf die 1. Ordnung an. Auch d'Alembert 
beschäftigte sich in mehreren Abhandlimgen mit den 
linearen Gleichungen 2. Ordnung. Ist die Differential- 
gleichung 2. Ordnung nicht linear, so ist gewöhnlich 
niu" eine approximative Integration durch Reihenentwick- 
lung möglich. 

Die Versuche, eine allgemeine Auflösungsmethode 
für Differentialgleichungen höherer Ordnung zu finden, 
wie sie namentlich von Fontaine (1764) und Con- 
dorcet (1765) angestellt wurden, erwiesen sich als 
fruchtlos. Dagegen erreichten hauptsächlich auf dem 
Gebiete der linearen Gleichungen n-ter Ordnung Euler, 
Lagrange, d'Alembert, Lexell u. a. schöne Erfolge. 

Was Differentialgleichungen mit mehr als zwei 
Veränderlichen anbelangt, so behandelte d'Alembert 
die simultanen (1747 und 1748), Clairaut (1740) 
und Monge (1784) die totalen Differentialgleichungen, 
Der erste, der das Gebiet der partiellen Differential- 
gleichungen betrat, war Euler (1734). Bevor aber 
die allgemeine Theorie der partiellen Differential- 
S-Jejchungen 1. Ordnung zu weiterer Ausbildung ge- 
/a^ßte, ^beschäftigten sich d'Alem\>ext, ¥A\ler^ La- 
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g ränge u. a. aus Anlaß des Problems schwingender 
Saiten mit denen 2. Ordnung. Yon einem allgemeineren 
Standpunkte behandelte die Gleichungen 1. Ordnung 
zuerst Lagrange in mehreren Abhandlungen (seit 1772), 
dann Laplace (1773). 

Mit der Theorie der höheren partiellen Differential- 
gleichungen befaßten sich gegen Ende des 18. Jahr- 
hunderts besonders Euler, Condorcet, Monge, La- 
place und Legendr e. Bei allen diesen schwierigen 
Untersuchungen liegt das Hauptmoment in der Be- 
stimmung und Deutung der willkürlichen Funktionen. 
Den größten Teil der wirklich integrierbaren partiellen 
Differentialgleichungen höherer Ordnung findet man im 
3. Bande von Eulers „Litegralrechnung". Für die voll- 
ständige Integration der linearen partiellen Differential- 
gleichung 2. Ordnung mit drei Veränderlichen gab 
Laplace unter gewissen Einschränkungen eine Methode 
(1773), die Legendre auf die Gleichung mit vier Yer- 
änderlichen und auf einige Fälle der linearen Gleichung 
3. Ordnung ausdehnte. Die tiefgehendsten Untersuchungen 
über die Bestimmung der willkürlichen Funktionen sind 
von Monge angestellt worden. 



Wir finden um die Wende des 18. Jalirhunderts 
fast die gesamte mathematische Tätigkeit in Frankreich 
vereinigt. Aber bereits 1799 trat, wie erwähnt, in 
Deutschland Karl Friedrich Gauß (1777—1855) vor 
die Öffentlichkeit — der „Archimedes des 19. Jahr- 
hunderts", der, anfangs auf einsamer Höhe wandelnd, 
durch den belebenden Einfluß seines unerschöpflich 
reichen Genius die schlummernden Kräfte erweckte 
und die führende Stellung der deutschen Wissenschaft 
auf mathematischem Gebiete be^>x£i<\^\sb. 



Anhang. 



Das 19. Jahi'hundert liegt noch zu nahe, als daß 
es jetzt schon in seiner Bedeutung für die Entwicklung 
der Mathematik und der mathematischen Forschung er- 
kannt werden könnte. Um aber zu kennzeichnen, wie 
die jetzige Generation diß Mathematik des 19. Jahr- 
hunderts auffaßt, sei es gestattet, das Inhaltsverzeichnis 
des rein mathematischen Teiles der „Encyklopädie der 
Mathematischen Wissenschaften" beizufügen, die seit 
1898 im Auftrage der Akademien der Wissenschaften 
zu München imd Wien und der Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen, sowie unter Mitwirkung zahl- 
reicher Fachgenossen herausgegeben wird. 



I. Arithmetik und Algebra. 

A) Arithmetik. Grundlagen der Arithmetik. — Kom- 
binatorik. — Irrationale Zahlen und Konvergenz unendlicher 
Prozesse. — Komplexe Zahlen. — Mengenlehre. — Endliche 
diskrete Gruppen. 

B) Algebra. Grundlagen: Rationale Funktionen; alge- 
braische Gebilde; Invariantentheorie. — Gleichungen: Sepa- 
ration und Approximation der Wurzeln; rationale Funktionen 
Jar Wurzeln; Galoissche Theorie und Anwendungen derselben; 

Gleicbnngssysteme] endliche Gruppen linearer Substitutionen. 

C) Za. hlentheorie. Niedere ZaMentheorie. — Theorie 

^er Formen. — Analytische ZahlenlYieone, — J^^XÄ^asahe 
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Zahlen. — Arithmetische Theorie algebraischer Größen. — 
Komplexe Multiplikation. 

D) Wahrscheinlichkeits- und Ausgleichungs- 
rechnung. Wahrscheinlichkeitsrechnung. — Ausgleichungs- 
rechnung. — Interpolation. — Anwendungen der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung. 

E) Differenzenrechnung. 

F) Numerisches Kechnen. 

II. Analysis. 

A) Analysis reeller Größen. Prinzipien der Infini- 
tesimalrechnung. — Differential- und Integralrechnung. — 
Bestimmte Integrale. — Gewöhnliche Differentialgleichungen. 

— Partielle Differentialgleichungen. — Kontinuierliche Trans- 
formationsgruppen. — Randwertaufgaben: Gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichungen ; partielle Differentialgleichungen der Poten- 
tialtheorie ; andere partielle Differentialgleichungen. — Reihen- 
entwicklungen. — Variationsrechnung. 

B) Analysis komplexer Größen. Allgemeine Funk- 
tionentheorie. — Algebraische Funktionen und ihre IntegrsJe. 

— Bestimmte Integrale. — Lineare Differentialgleichungen. 

— Kugelfunktionen u. dgl. — Nichtlineare Differentialglei- 
chungen. — Umkehrfunktionen: Elliptische Funktionen ; Abel- 
sche Funktionen; automorphe Funktionen; Thetafunktionen ; 
Funktional-Gleichungen und -Operationen. 

III. Geometrie. 

A) Rein geometrische Disziplinen. Prinzipien der 
Geometrie. — Elementargeometrie. — Raumeinteilungen und 
Konfigurationen. — Analysis situs. — Gnindlagen der pro- 
jektiven Geometrie. — Darstellende Geometrie. — Inversions- 
geometrie. 

B) Grundlagen der Anwendung von Algebra und 
Analysis auf die Geometrie. Prinzipielle Fragen. — 
Koordinationsniethoden. — Geometrische Analyse. 

C) Algebraische Geometrie. Kegelschnitte. — All- 
gemeine Theorie der höheren algebraischen Kurven. — Spezielle 
algebraische Kurven. — Flächen zweiter Ordnung. — Allge- 
meine Theorie der höheren algebraischem Flik-^CkSsc^.. — ^'^^mVs^;^ 

Sturm, r;es<hirhte der MaiViemaWV. '^^'^ 



146 Anhang. 

algebraische Flächen. — Mehrdimensionale Räume. — Alge- 
braische Transformationen und KoiTespondenzen. — Geometrie 
höherer Raumelemente. — Abzählende Methoden. 

D) Differentialgeometrie. Anwendung der Diffe- 
rential- und Integralrechnung auf Kurven und Flächen. — 
Kurven auf den Flächen. — Besondere transzendente Kurven. 
— Besondere transzendente Flächen. — Abwicklung und Ab- 
bildung zweier Flächen aufeinander. — Bertihrungstransfor- 
mation. — Gestalt von Kurven, die durch Differentialglei- 
chungen definiert sind. — Differentiale Liniengeometrie. — 
Differentialgeometrie mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten. 
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Hlppiaa 11. 18' 



- T. Landshut 78. 

- y. aerilla 59. 
Joi-danua Nemoraiina 60 

bis 63. 64. 66. 71. 74.77. 
Kaps 77. 78. 
Kaskaden 121. 
KAstner W. 



__. 29. 89. 54. l.. - 

87. Bl. 86. 87. W. 95. 

97. 106. 
Kubische Reate 65. 
KuKBlfiinktionen 135. 
Kusta Ihn Luka 50. 

Lan'ange4T.12&139.I80. 
131. 132. 13S, 184. 187. 
138. 189. 140. 141. 142, 



150 



Register. 



Lahire, de 110. 
Lambert 137. 138. 
Lam^ 186. 
Landen 140. 
Laplaco 129. 133. 134. 142. 

143. 
Leffevre 77. 
Logrendre 130. 135. 139. 

140 1^ 
Leibniz 112. 117. 120-127. 

128. 133. 134. 136. 139. 
Lemniskate 34. 126. 140. 
Leon 21. 
Leonardo y. Pisa 60—63. 

66. 71. 75. 
Lexell 139. 142. 
L'Hospital 126. 127. 139. 
Lhuillier 139. 
Licht 78. 

Limacon de Pascal 33. 
Lineal und Zirkel 17. 18. 
Lineare örter 31. 
Linienrechnen 67. 68. 78. 

79. 85. 
Linienzahlen 12. 
Lionardo da Viuci 56. 71. 
Loftus 9. 
Logarithmen 74. 82. 91. 

102. 103. 135. 138. 
Logarithmischo Kurve 

126. 
Logarithmischc Spirale 

99. 115. 126. 
Logristik 21. 20. 
Loria 6. 
Loxodrome 90. 
Ludolf van Ceulen 95. 

Maclaurin 130. 133. 130. 

140 
Maier, F. C. 138. 
Makrobius 42. 
Marcianus CapcIIa 42. 
Mathematik 21. 
Matthicssen 5. 
Maurolico 93. 
Maximumaufgabe 24. 89. 
101. 114. 115. 117. 124. 
125. 126. 141. 
Maximus Planudes 45. 
Mechanik 93. 98. 99. 
Meister 137. 
MeJanchthon 81. 
Menävhimis 10. 30. 
afenelaus 36. 37. Ö7. 59. , 



Mcrcator, Gerhard 91. 
- Nikolaus 119. 
Metius 95. 
Meusnier 137. 
Million 74. 79. 80. 
Minute 37. 
Mischungsrechnung 45. 

68. 
Moivre 120. 129. 132. 134. 

139 
Monte 137. 138. 141. 142. 

143. 
Muhammed ibn Musa 51. 
Multiplikationsmethode 

29. 30. 45. 54. 60. 62. 

67.98. 
Mfinchener Algebra 72. 
Musik 21. 43. 77. 
Mydorge 109. 

Ifäherungsmethoden 54. 
74. 87. 97. 121. 130. 135. 

Nasir Eddin Tusi 57. 

Negatives 39. 46. 50. 85. 
94. 97. 105. 112. 

Neper 102-104. 

Nepersche Analogien 104. 

Nesselmann 6. 

Neuere Geometrie 40. 

Neunerprobe 55. 62. 

Neuplatonikcr 39. 

Neupythagoreer 37. 
; Newtonll2.119.120-127. 
I 130. 133. 136. 
! Newtonsche Interpola- 
tionsformel 133. 

Newtonsches Parallelo- 
gramm 136. 

Nieuwentijd 127. 
i Nikolaus v. Kusa 68. 60. 
I 71. 72. 77. 104. 
1 Nikomachus 37. 3S. 42. 43. 
, Nikomedes 33. 

Nipsus 42. 

Nonius 90. 
I Null 44. 58. 59. 
I Nunez 90. 

I Odo Y. Cluiiy 58. 
I Oresme 64. 65. 72. 

Orientierung 7. 42. 

Oskulation 136. 
Osterrechnung 88. 
ütho 95. 



Paciuolo 75, 76. 78. 88. 
Pappus 40. 41. 55. 56. 94. 

112. 
Parabel 16. 19. 28. 31. 33. 

92. 99. 101. 114. 115. 140. 
Parallelenaxiom 25. 26. 
Parent 135. 

Partielle Integration 116. 
Pascal 108. 110. lia 117. 

11& 122. 123. 
Pascalsches Sechseck 110. 
Pellsche Gleichung 29. 

108. 129. 
Pendeluhr 117. 
Perlen 118. 
Perseus 34. 
Personnier 115. 
Perspektive 91. 109. 110. 

m. 137. 
Petersburger Aufgabe 

129. 
Petrus V. Dazien 63. 
PfafF 129. 

Philippus Opuntius 13. 
Philolaus 11. 
Pirckheimer 71. 
Pitiscus 95. 
Plato 10. 11. 12. 13. 15. 

17. 19. 21. 22. 29. H8. 
Platonische Körper 16. 
Plato von Tivoli 59. 
Poisson 131. 
Pol und Polare 110. 
Polynomischer Lehrsatz 

138. 
Porisma 27. 
Fositionssystem 43. 44. 

50. 54. 59. 
Pothenotsche Aufgabe 

104 
Primzahlen 12. 
Prioritätsstreit 122. 127. 
Projektivische Geome- 
1 trie 26. 27. 137. 138. 
Proklus 23. 92. 
Proportionen 13. 24. ^. 
I 64. 66. 73. 
Prosthaphäresis 91. 
Ptolemäus 86-37. 48. 50. 
I 61. 

I Pythagoras und Pytha- 
, goreer 10. 11. 12-16. 

24. 29. 39. 60. 77. 
\ Pythagoreischer Lchr- 
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Ouadratischo Gleichun- 
gen 15. 18. 23. 26. 35. 
39. 46. 51. 59. 60. 85. 89. 

Quadratische Reste 55. 

Quadratisches Reziprozi- 
tätsgresetz 130. 

Quadratrix 18. 41. 

Quadratur des Kreises 8. 
17. 18. 91. 92. 

Quadratzahlen 18. 

Quadnivium 43. 

Rabattrechnung 128. 
Radulf Y. Laon 59. 
Ramus 25. 93. 
Ratdold 76. 
Rawlinson 9. 
Rechenbrett 29. 
Rechen rätsei 45. 58. 79. 81. 
Recorde 105. 
Reessche Regel 128. 
Regeldetri 45. 60. 68.73.77. 
Regiomontan 68—71. 80. 
Regulatalsi53.60.77.87. 
Reichelstein 79. 
Reiff 6. 

Rekurrente Reihen 134. 
Remigius y. Auxerre 58. 

res 73. 
Resultante ISO. 131. 
Reziproke Gleichungen 

182. 
Rhäticus 95. 

Riccatische Aufgabe 141. 
Riese 79. 80. 84. 
Riuderproblem 29. 
Roberval 38. 115. 
Rolle 121. 
Römer 41-43. 44. 58. 67. 

78. 81. 
Roomcn, van 94. 
Rothe 129. 
Roulette 114. 
Rückwärtseinschneiden 

104 
RudoiffSO. 81. 84. 85.86. 
Rudolfinische Tafeln 108. 
Rumbus 90. 

Saurin 137. 

Schließungsproblem 83. 
Schöner 71. 

Schooten, van 106. 111. 
Schopenhauer 25. 
Schreiber 77. 78. 



Schwenter 107. 

Sechzigersystem 9. 36. 37. 
70. 

SegelkuiTen 126. 

Seilspannung 14. 47. 

Sekante %. 

Sekunde 87. 

Sieb des Eratosthenos 32. 

Siebenerprobe 56. 

Simson 137. 

Sindhind 50. 

Sinus 48. 56. 57. 

Sinuslinie 115. 

Sluse, de 111. 118. 

Snellius 104. 

Sphärik 27. 86. 37. 54. 

Sphäroid 28. 

Spirale 28. 

Spiro 34. 

Stäckel 6. 

Stammbrüche 7. 

Stellenzeiger 121. 

Stophanus 77. 

Stereographische Pro- 
jektion 36. 

Stemer 5. 

Sternvielecko 16. 64. 71. 

Storavielflacho 101. 

Stetigkeit 99. 

Stevin 93. 95. 96. 98. 121. 

Stewart 137. 

Stifel 81-86. 

Stirling 186. 

Stoy 5, 

Stromer 78. 

Sturm, J. Ch. 127. 

Subtraktionsmethode 29. 
54. 60. 67. 79. 

Suter 5. 6. 

Symmetrische Funktio- 
nen 105. 130. 181. 

Tabit ihn Kurra 60. 
Tacquet 118. 
Tangente 8. 57. 
Tangentenproblem 113 

bis 115. 117. na 128. 

124. 1^. 
Tannery, P. 6. 
Tarif 76. 

Tartaglia 56. 86—90. 
Tautochrone 117. 
Taylor 138. 137. 142. 
Technische Schulen 138. 
Teilbarkeit 8^. 



Thaies 10. 

Theätet 15. 23. 25. 

Theodolit 35. 

Theodorus 11. 15. 

Theodosius 36. 59. 

Theon t. Smyrna 38. 39. 

Thymaridas 13. 

Tolletrechnung 68. 78. 

Torricelli 99. 115. 

Trajektorie 126. 

Transcendente 112. 124. 
140. 

Transmutation 120. 

Triangulation 91. 

Trigonometrie 8. Sa 36. 
37. 48. 56. 57. 69. 70. 
91. 94. 96. 97. 98. 99. 
i 104. 138. 139. 
I Trillion 74. 
I Trivium 43. 

Trochoide 114. 

Tropfke 5. 

Tschirnhaus 126. 

Tzwivel 78. 

Unbestimmte Gleichun- 
gen 38. 39. 47. 48. 58. 
60. 61. 81. 106. 107. 121. 
129. 

Unendlich 30. 46. 64. 69. 
127. 

Unendliche Produkte %. 
119. 185. 

Unendliche Reihen 28. 
119-121. 125. 126. 188 
bis 136. 13a 

Unendlich ferne Gebilde 
101. 109. 

Unger 6. 

Tandermonde 188. 

Yariationsrechnung 126. 
140. 141. 

Varro 42. 

Yenatorius 92. 

Yerdoppelung des Wür- 
fels 17. la 19. 82. 66. 94. 

Yieleckszahlen 13. Sa 99. 
42. 107. 

Yi^te 19. 9a 91 95. 96 bis 
9a 106. 121. 18a 

Yipsanius Agrippa 42. 

Yitnivius PoUio 42. 

Vitruvius Rufus 42. 
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Vlsck 108. 
Vollkommene Zahlen 13. 

82. 
Yollständigre Induktion 

93. 

Wahrscheinlichkeit 76. 
88.108.109.117.128.129. 
Walafried Strabo 58. 
Wallis 118. 119. 123. 
Walther 71. 
Wappler 6. 

Wecnselrechnung 128. 
Welsche Praktik 77. 78. 
Werner 91. 
Widmann 73. 74. 



Wiener Algebra 80. 
Wilhelm y. Lunis 63. 
Wilhelm v. Moerbeke 63. 
Witt, de 109. 
Wolf 127. 
Wren 118. 119. 
Wurzelausziehen 30. 35. 

38. 45. 60. 63. 82. 85. 

95. 107. 
Wurzelzeichen 80. 81. 84. 

Xenophon 34. 
Xylander 92. 

Zahlenmystik 8. 11. 
Zahlensystem 9. 



Zahlentheorie 12. 24. 29. 

39. 55. 61. 75. 81. 106 bis 

108. 119. 129. ISa 135. 
Zambertl 76. 77. 
Zauberquadrate 83. 84. 

110. 
Zehnersystem 9. SO. 70. 
Zeno 20. 

Zeuthen 5. 6. 46. 
Ziffer 44. 55. 58. 7a 81. 
Zinsrechnung 42. 45. 128. 
Zomal 77. TS. 
Zwanzigersystem 9. 
Zwölfersystem 9. 41. 
Zykloide 114. 115. 116. 

117. 118. 126. 
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Ulttrtteir« Klitma«'* Ittartin £utl)er, |l«rrtr(lttbi( nebft einem Hnbang üb. 

(C^omastnumerun6öasKird)enIie6 Sd)attenfonftru!t{on un6 parallel« 

öes 16. 3a^7^* HusaetDäl)It un6 perfpehioe oon Hrd^iteft fians 5rei}' 

mit (Einleitungen unö anmerhingen berger, 5a(^Ie^rer an 5er Kunft» 

oerfeben oon Prof. <B. Berlit, (Dberl. getDerbefd)uIe in Iltagbeburg. trtit 

am Ituolaigpmn. su Ceipjtg. Ilr. 7. 88 Abbilöungen. ttr. 57. 

m»f^^i ißtfäfUMt ^tv oitnt tmb |lttr0|iriMil|i( oon Dr. tD. Brubns, 

mmtlaiittiUtitn, oon Dr. a. Prof . a. 6. Unioerfitat Strasburg i. (E. 

ntöl^Ier. mit 3ablreid|en abbllb. mit 15 Hbbilb. Hr. 178. 

unö mufifbellagen. Hr. 121. W«»l«, «Pie» «jr Bau unö ibr £eben 

Püm0n0it%tt) 0. Stepban Krel)I. ^J^^ 96 flbbiiöungen. Hr. 44^ 

I. fi. mit Dielen Ilotenbeifpielen. Vfi^nunhifiaaU oon Dr. H). miguja. 

Ilr 149 150 P'°f- ^- ^- ^«^n- ^odjfcbule Karls- 

Intn^erV* oon Dr. K. «ruii^fii in Wtmtn'müvphtUfait. -^naiü- 

Stuttgart. I. II. Hr. 164. 1(55. K**^?**? -JJI>«M*Bie oon Dr. 

Kre^I tn £dp3ig. Hr. 220. 5Ä1 S?T2^* "^** ^° ^^' 

^i?c6riÄ Kauffmann i)roS an W^mtnvtidußatt. (Einteilung 6e$ 

öer iSScSt Ki?L' Sr lö ge amten IJfSnjenreidjs mit öen 

- Me aXÄer i IjVlöetffage. - ^m\i^ «n^ befannteften Arten 
fic&nraoe *fviw«iiium:. ^^^ ^^ ^ Reincdc in Breslau unb 

HaStik. 7ur3er Hbrift öes tägli^ an g/iJ^ßSÄ SLÄI,"" ^4 

Boro oon Ijanbelsf^iffen angc nA.r.^?^^}^ .^'^^'^^^' ^^ 

roanbten (teils ber Sdjiffa^rtsfunSe. »^"JL««!^* aii* h*- «*«.»ir-^ 

Oon Dr. ^ranj Sd)ul30. Direftor ''*^5,WI^*4J» iS*«»t«^*LST« ^5!! 

öer HaoigaHons-SAule 3U Cübetf. S?!L^^o^%Fl9"5' P'^^t^^^iS! 

mit 56 Äbbiihmifl*« nJ ft4 ^«^"- IJotljf^uI« Karlsruljc. mit 

intt 56 Hbbtiöungcn. Xlr. 84. g^ abbilbungcn. tlr. 168. 

m^ ft!SÄ$Ä?A «^« n? m Pf^I^oIotf * "«^ Cogi! 3ur (Einfüljr. 

mit tur3em IDorterbuai oon Dr. u). /L vi- öbilofoobie oon Dr ffb 

Äi'' ^?^?^'' "" ^" Unioerfität SÄtS!' äi^^^^^^ 5ig nvA^' 

&nV.A.V*f.*„ n»,.«A.c I«, V»l»*0«rttpl|lt. Don Prof . fj. Keßler. 

"" tl ^^J^rÄi ' ^*'*^^^«^' *"^ 5a^lel)rer an öer ff ©rapÄn 

^ i2jjal)rl|un6ert. £c^r. unb Derfudjsanftalt in föien. 

^^i^!^^*S^^£Pl^^k^!J:?i^^.^J^' "^tt * tafeln unb 52 HbbUb. Hr. 94. 

*txll^i?Sb U ffirimLfe ««« n.« 3äger, profeffor an ber Unioerfität 

Ä?/]?i,«« n^ yi **" ^ Dr. (Buftao 3äger. profeffor an ber 

jiiDerfitat 3ena. tlr. 12. Unioerfität IDien. mit 47 ÄbbUb. 

— IßtfAjiA^U ber» oon (Dberlel)rer Ilr. 77. 
Dr.Ij.n)eimerinIDiesbaben.Ilr.i45. III. lEe«: «eltri3ttät unb magne. 

|li»laontol00ie o. Dr. Hub. {}oemes, tismus. Don Dr. (Buftao 3öger, 

Prof. an ber Unioerfität ®ra3. mit Prof, an ber Unioerfität IDien. mit 

87 abbilbungen. Hr. 95. 33 flbbilb. Hr, 78. 
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VlalHIi, fit, »t# 3ilitii»Unt»**n<m 
Dr. Ban» Shginaniii Konitrootoc 
am Ibtnnon. noHonciImufcum ju 
nfiming. IRlt 23 laf ein. Hr. 11«. 

Votttk, f (>rtrd|(^ DOn Dr. KBorlnsri, 



in btT Unbtilltai IIUlnd;ci 



mar m 

HtSn. 3 
JU Bttlti 



IDtbeni, UHtltnl. polaincntiit 

Splgtn> unft SarbinnilabitliitiaR 
nnti SIMabdtailon iwit pioft^lor 
~ Mtlln:, DInItor btt IMiilgL 

. Stntcalftcnt fac IntU-^nH. 

itltiL mit 27 SiB. «c. l'^-^. 

In Mt Pliltafopllt, DOn Dt. ab. 
Clfcnliani. DIU tS 5<3- tli. 14. 

Dr. iE. 5. CIpps In Celi)]<a. Itltt 
3 Siguten. III. BS. 
lUAMtn, ttaafuiianirdlM. Kon 

Slitiaib 3ult. (Dbirlibtir nn bn 
ffcntlii^tn fjanbelsIr^TantloU let 
Drcitienti Kaufmann(d)aft. 1. il. Hl. 
Ht. Iä9. I4D. 1H7. 
lUiMvli^t. |Ulii*ni(iBt, nun Dr., 
Q^. $Kmt<ra In SbacloltenbiLca. , 

I ; Die nttlbotit. nr. im. 
- II: Da» SufUm. Ux.lTO. 
■UktUIrrt. UmtfAi, D. fiant pnbft,' 

lEiimnaflallehin In tnünilitn. tnili 

(tnit lafil. Ri. 61. 
]UUgian*B(ri<;i>litt, fnbtn^f. »on , 

ErottHor Dr. Cbtnunti 6<abB In ' 
Qnn. nr. 83. 
— lieftf uu^ BiiM>)|a- 
lUllataBanriirenrilraft. ^rl* 
-"iralcii^cDlKn, non Drof. D 
^rtis '- " ■"- '"^ 



B. Dr. 5nin5 s, lOagntT, a. o. Öri 
a. b. UmlDtri. eitlen. inU GT fl 

bllbumgtN. ßr. 161, 



Ülburngtii. 
y^mvnMFf«. UUIboMI ttr »atb. 
"■■' Dr. R. St^tt, Sc^ulblr. 

"Öoni"3o6*L,. .__ _ 

bouitn. 3n fliumaql 4crau*g<at6. 
Don pro). Dr. 5, Babotog, D^enl 
an bn UnlMctlMt Bmlan. IIe. 188. 
3ettol»ait Don Prof. Dr. tCbama* 
fl^li in Bitncn. Jlr.lOJ. 



ArttntrabrlhntUn. 1[triU-3nbuflTi< 
II: tDtbenL ÜHrltr«, Poiamnw 
Htnrci, Sfi%au und SirMtuni 



ubrüatlsn unb filifiÄrlMtlDTi 



kenigl. I 
ntEtil-3n 



filjfübrl 
iHI(r, I 



SiBuren. llr. Itl 
fptadfitnkmälft, Vtttfdit, mll 

SiammaHE, UEict[egung unb fr- 
laulcning« s. Dr. ^crm. Jantjen 
In Brulau. tb. 79. 



a^eTls )n Bremiii. nr. ä& 

liHnidii-ffMiirdiM etrpcä4t*btirtr 

DDH Dr. SrlÄEtmiter, pro|el)or an 
btr UnliKitItSi Prag. Hr. <^. 
«uritrillM $trcl>ui^ mll eiollai aon 
Dr. «riili Beintter, prolHlor an iwt 
Unioefltiat Prag. tlr. «7. 
~ ikbt auti: «[amniatil. 
idis, Sun*, B, Üalfatm gUdiact, 
wSft tlntm Anhang; Btont und 
'u^m ilusflfmfl^H unb (riöutsrl 
w Prof. Ui. Julias Sg^t, nr.iJl- 



ttlrn*« oömbr. H. nfiring«, pr«f. 
anitrUnUMifiiaiiEca). mit cinn 

lotti. ni.^ 

— B«nMnirit|i,saRDr.(lbo1f Stiuncr. 

i. I. malrtiOiinif. in HHtn. Ur. 128, 
ytannuakaalu , Pcntrilit, non 

Dt. ttutiDlf mild), firliHirointnt an 

t>. UniHrlUat IDiin. mit 2 Karttn 

unb 2 tiatdn. Hr. 128. 
Statib, I. Stil: Sit Sninblr^icn 

bit Slotil ftamr Kürptc mn tD. 

tjauBtr, blplora. JiiBtninit. mit 



'^ 51,9. , 



t. n^. 



II. lEiil: Engiioa 
miJ 61 SIgilren. Ilt. 179. 
$t(naa>'aii'I'(- C(l)rbLib btrUctcf 
fad)t(n PsulfAtn Sltnogciipli 
{Ctnlgungs[q|tem Stoljt -S^rt 
nebll Siblüllet, EtfefifiJtn unb tint 
flnbong non Dr. flinid, <Db( 
lellitt <>a Kobtilcnljauie» I 
(DtaRl.tn\ldn. "D.t.»i. 
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)• VirlagBbandlunBi I^ilpifg. 



Blcc*ail|tnil( Don Dr. £. tDebillnb, trief'tnttrit, ebcnl nnb rpl|ii- 

prinalbojent ttn bir Unintrlliat HMlI. cmi Dr. (Etci). tj^Hinbcig, 

aDbingm. mtt 31 (tbbflii. Ut. »II. Prinalbo). an ba Itäin. Iiod)|d)ule 

fttnnntM, von Dr. B, ffi(of« tn „ VL5!?"J ^" '"'Sit«'^ nr. W. 

Stnltgatt. mit« SHurm. HröT. IW«CTig*««.tf«n,»B»jff»allül,«, 

Jh-iH™.- nr m "P'-HW- |faB.r<W*te»<r|B«iird|%««D. Dr. 

«tdin«loei*,|Jla«n>tecAnB{|VI|<. rof,„.' in 48 &bib. nr. 42. 

1"'J B'- «"■,ü'""" *" "^' »«ftdKmnB.mMIrtniatJli Don Dr. 

lottn*urB. Br. 118. (,ifc(t, t£^^, pto(. „„ t,r Uirio. 

eictratbllalFc, #ie, mit fttlontiHr Snibucg L B. Hr. 180. 

B;ifl<I|idiH«uiig btx fml'lMii'tl'n »SUitrl««!»» non Dr.miifiael fjobtr. 

nutliobdi wm Dr. Ijans Bu*(r«, lonM, priDoWojtnl an titr Union!. 

prinattKJsnit an De Kg!. ITtdin. Xtliin. Inil 66 Äbbldi. tlr.73. 

fjo^diuk D.tsbm. nr. i:i4. SolhfllUfc, ^a« »lutrrfiC mu- 

Cclcavayl|t(, Btc tUktviUtt, ron gcnölilt unft eilSutcn oon Praftüor 

Dr. tubinla Rt1I|ltib. mit K S'a Ur. 3ul. Sobi. Ilr. ^'i. 

nr. IT2 |lalb«u>lrtrdiaftftl(t|r> n. Dr. ilati 

C»tU-fnka|Mt 11: Wtbnri. Wie lofis. 5u*s, ptofciloc an bei Uni- 

hnt. Sofmnmtlntnl, Satten. nn6 neitllil fnibuig 1. B. nr. lüä 

«arbtii(nf<AiUattoii an» Siftfnbd. SoU«»iulrt(il|i««»poUtih otm «e^. 

toHon Bol Braf. niai Mitln, Dir. RtsItTunanat Dr.R.DnnbaBotglit, 

ta KStdgnäwn StÄn. SentralHcHc »octt- Ru im Riiitiäaint ba 3nium 

«t CcrtUJRbuitrIc ai B«rllR. OHt in Berlin, m. 1T7. 

27 jig. ni. IBS. UfaU^orilUk, 9it*, in Dtnnwit 

-t. üi^ii'^bn ptmfriiflä. ^a.K«ilBtimna(iumi.*.im«.nr.4& 

'--'- *"r ffttlUlntufifit in i*'"'*'t«"'™>Sf *•««'""»« "S; 

Eeipjig. Uli JBflbbilb nr-isa. 3afln. profdlor an 1« UniMtjiia 

vittMtttaßliit. im Dt, Hmclb tDi„. mit 4T abbUt. HtTT. 

3aco6i; Profdioc twr 5i»Iogl( an ntarrinttt. ItrHl-Jnbulttlt 111: 

bti Kgl. Jo([lotü6nnlf ju ttljiironbt, njälditni, BUlifieni, Sdibetel unt> 

mit I KaiHn- nr.aiB. il!Mljilfjltoft(oonDr.»tlli.inaJIi>t, 

Itecknobc 0. Dr. 5ranj d. TDagner, Ctlinr an bti Dnuti- W. Saifilibult 

ß-Ofcnor an acc llnioerfiiat lEicMn. |fit Sirtillnbutttlt in Knfciti. Illlt 

ItTS abbilbunflHi. fe.eiJ. 28 Slg. nt. 186. l 
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^ 6. 7* GördicnTcbe Terlagsbandlung, Ilefpzfg. 



^tbtvti, tCe^I«3nöuftrie TL: tDe* 
berei, IDirferei, pofamentiererei, 
Spieen* unö (Baroinenfabrifatioti 
un6 SUsfabrilation oon profeffor 
mar (Burtier, Direftor öer Königl. 
(Ceqn. Sentralftelle für tCertU'Jit« 
öuftriesu Berlin, mit 27 Figuren, 
ttr. Ibö. 

DUtdirellmitb« oon Dr. (Beorg $unt 
in mann|)eim. mit oielen Sormiu 
laren. Hr. 103. 

miitrlterH. ;[ertU>3n6uftrie n: tDe« 
berei, IDirferei, pofamentiererei, 
Spieen« unö 6aröinenfabritation 
unö 5il3fabri!ation oon profeffor 
mar (Biirtler, Bireftor 6er Konigl. 
(Ee^nifdien 3entralf teile für tCei^I' 
3n5uftrie 3U Berlin. m\t 27 Siq. 
tlr. 186. 



mann o. Aue, tDoIfram o. €f ^en« 
haä^ unö (botif rieb oon Stragbura. 
ilusn>al)I aus öem ^öf. €pois mit 
Anmerfungen u.tDdrterbuq o. Dr. 
K. marolö, Prof a. KgI.5rieöriAs« 
fblleg. 3. Königsberg i. pr. Hr. 22. 

DH^rtetrlntflf , nac^ öer neuen öeutfA. 
He<!^tf<!^reibung oon Dr. Ijeinrtq 
Kiens. Hr. 200. 

— ftutfäit», 0. Dr. 5erö. Detter, 
Prof. an Ö.Unioer{{tStprag. llr. <54. 

SeidtettfiliitU oon prof. K. Kimmi«!^ 
in Ulm. mit 17 tCafeln in TCon«, 
färben« unö (Bolöönut u. 135 BoU* 
unö (Eei^bilöem. tlr. 89. 

^tüöttunt ißtümtfvif^t*, oon S. 
Beder, Ar^iteft unö teurer an 6 
Baugemertfc^ule in magöeburg« 
neu bearb. o. Prof. 3. Bonöerlinn, 
öiplom. unö ftaatl.gepr.3ngenieur 
in Breslau, mit 290 5ig- unö 23 
lEafeln im lEe^. Ilr.5& 



Gösehens Kaafmännisebe Bibliotbek 

Sammlung praktischer kaufmännisdier Handbücher, die nach ihrer 

ganzen Anlage berufen sein sollen, sowohl im kaufmännischen 

Unterricht als in der Praxis wertvolle Dienste zu leisten. 

Bd.l: Deutsolie Handelskoppespondenz von Robert Stern, 

Oberlehrer an der Öffentlichen Handelslehranstalt und Dozent 
an der Handelshochschule zu Leipzig. Geb. M. 1.80. 

Bd. 2: Deutsoli -Fpanzöslsolie Handelskoppespoii» 
denz von Prof. Th. de Beaux, Oberlehrer an der Öffentlichen 
Handelslehranstalt und Lektor an der Handelshochschule zu 
Leipzig. Geb. M. 3.—. 

Bd. 3: Deutsoli -Bngllsolie HandelskoppespondeiiB 

von John Montgomery, Director, and Hon Secy, City of Liverpool 
School of Commerce, University College in Liverpool. Geb.M.3. — . 

Bd. 4: Deutsoh-Itallenisolie HandelskoppespondeiiB 

von Professor Alberto de Beaux, Oberlehrer am Königl. Institut 
S. S. Annunziata in Florenz. Geb. M. 3.—. 

Bd. 5: Deutsoli - Poptugleslsohe Handelskorre» 

Bpondonz von Carlos Helbling, Professor am Nationalkolleg 
und am polytechn. Liceum in Lissabon. Geb. M. 3.—. 
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ammlune Qchuberi 



Sammlung mathematischer Lehrbücher, 

die, auf wissenschaftlicher Grundlage beruhend, den Be- 
dürfnissen des Praktikers Rechnung tragen und zugleich 
durch eine leicht faßliche Darstellung des Stoffs auch für 
den Nichtfachmann verständlich sind. 



G. J. Göschen'sche Verlagshandlung in Leipzig. 



Verzeichnis der bis jetzt erschienenen Bände: 

1 Elementare Arithmetik und Algebra 12 Elemente der darstellenden Geo- 
von Prof. Dr. Hermann Schubert metrle von Dr. John Schröder in 
in Hamburg. M. 2^. Hamburg. M. 5.~. 

2 Elementare Planimetrie von Prof. 13 Differentialgleichungen von Prof. 
W. Pflieger in Münster i. E. Dr. L. Schlesinger in Klausen- 
M. 4.80. bürg. 2. Auflage. M. 8.—. 

3 Ebene und sphärische Trigono- 14 Praxis der Gleichungen von Pro- 
metrie von Dr. F. Boh.nert in fessor C. Runge in Hannover. 
Hamburg. M. 2.—. ^^ JJ- 5.20. 

4 Elementare Stereometrie von Dr. 19 Wahrscheiniichlcpits- und Aus- 
F. Bohnert in Hamburg. M. 2.40. gleichungs-Recljnung von Dr. Nor- 

5 Niedere Analysis I.Teii: Kombina- „ bert Herz in Wien. M.8.— . 
torii(,Wahrscheinllchi(eitsrechnung, 20 Versicherungsmathematilc von Dr. 
KettenbrQche und diophantische ^^ w. Qrossmann m W,en. M. 5.-. 
Gleichungen von Professor Dr. 25 Analyt sehe Geometrie des Raumes 
HermanS Schubert in Hamburg. "'1®"= ^% Flachen zweilen 
jyj 3gQ * Grades von Professor Dr. Max 

6 Algebra mit Einschluß der eiemen- ^ Simon in Straßburg. M.4.40. 
taren Zahlentheorie von Dr. Otto 27 Geometrische Transformationen 
Pund in Altona. M. 4.40. \' Teil: Die projektiven Trans- 

7 Ebene Geometrie der Lage von L^IÄ"®" vnn PmlHnr nr 
D»«« n- r>f,A Ti'Ar,o.^ j« uo«» Wendungen von Professor Dr. 

w!; M ? ^ Karl Doehlemann in München, 

bürg. M. 5.— . JVV 10 — 

8 Analytische Geometrie der Ebene 29 Aligemeine Theorie der Raum- 

y°"o*^^?l®^^°^ mPli ^^* ^*"**^° kurven und Flächen 1. Teil von 

in Straßburg. M. 6.-. Professor Dr. Victor Kommereil 

9 Analytische Geometrie des Raumes in Reutlingen und Professor Dr. 
I.Teil: Gerade, Ebene, Kugel von Karl Kommerell in Heilbronn. 
Professor Dr. Max Simon in M. 4.80. 

Straßburg. M. 4.—. 31 Theorie der algebraischen Funlc- 

10 Differentialrechnung von Prof. tionen und ihrer intearale von 

Dr. Frz. Meyer in Königsberg. Oberlehrer E. Landfriedt in 

M.9.— . Straßburg. M.8.50. 



33mmlung Schubert 

Q. J. Qöschen'sche Verlagshandlung, Leipzig* 



32 Theorie und Praxis der Reihen 
von Prof. Dr. C Runge in Han- 
nover. M. 7.~. 

34 Liniengeometrie mit Anwendungen 
I. Teil von Professor Dr. Konrad 
Zindler in Innsbruck. M. 12.—. 

35 Mehrdimensionale Geometrie I.Teil: 
Die linearen Räume von Professor 
Dr. P. H. Schoute in Groningen. 
M. 10.—. 

39 Thermodynamik I. Teil von Pro- 
fessor Dr. W. Voigt in Göttingen. 
M. 10.-. 

40 Mathematische Optik von Prof. Dr. 
J. Classen in Hamburg. M. 6.—. 



41 Theorie der Elektrizität und des 
Magnetismus I. Teil: Elektrostatik 
und Eiektrokinetik von Prof. Dr. 
J. Classen in Hamburg. M. 5.— . 

44 Allgemeine Theorie der Raum- 
kurven und Flächen II. Teil von 
Professor Dr. Victor Kommereil 
in Reutlingen und Professor Dr. 
Karl Kommereil in Heilbronn. 
M. 5JB0. 

45 Niedere Analysis II. Teil: Funk- 
tionen, Potenzreihen, Gleichungen 
von Professor Dr. Hermanii 
Schubert in Hamburg. M. 3.80. 

46 Thetafunktionen und hypereiiip- 
tische Funktionen von Ober- 
lehrer E. Landfrledt in Straßburg. 
M. 4Ä). 



In Vorbereitung bezw. projektiert sind: 



Intel 



iqralrechnung von Professor Dr. 

Franz Meyer in Königsberg. 
Elemente der Astronomie von Dr. 

Ernst Hartwig in Bamberg. 
Mathematische Geographie von Dr. 

Ernst Hartwig in Bamberg. 
Darstellende Geometrie 11. Teil: An- 
wendungen der darstellenden 

Geometrie von Professor Erich 

Geyger in Kassel. 
Geschichte der Mathematik von Prof. 

Dr. A. von Braunmühl und Prof. 

Dr. S. Günther in München. 
Dynamik von Professor Dr. Karl 

Heun in Karlsruhe. 
Technische Mechanik von Prof. Dr. 

Karl Heun in Karlsruhe. 
Geodäsie von Professor Dr. A. Galle 

in Potsdam. 
Aligemeine Funktionentheorie von Dr. 

Paul Epstein in Straßburg. 
Räumliche projeictive Geometrie. 
Geometrische Transformationen II. Teil 

von Professor Dr. Karl Doehle- 

mann in München. 
gneorle der höheren algebraischen 
X kurven. 
f£///pt/8che Funktionen, 



Allgemeine Formen- und Invarianten- 

theoria von Professor Dr. Jos. 

Wellstein in Gießen. 
Mahrdimensionale Geometrie II. Teil 

von Professor Dr. P. H. Schoute 

in Groningen. 
Liniengeometrie II. Teil von Professor 

Dr. Konrad Zindler in Innsbruclc. 
Kinematik von Professor Dr. Karl 

Heun In Karlsruhe. 

Angewandte Potentialtheorie von Ober- 
lehrer Grimsehl in Hamburg. 

Theorie der Elektrizität und des Mag- 
netismus II. Teil: Magnetismus 
und Elektromagnetismus von 
Professor Dr. J. Classen in 
Hamburg. 

Thermodynamik II. Teil von Professor 
Dr. W. Voigt in Göttingen. 

Elektromagnet. Uchttheorle von Prof. 
Dr. J. Classen in Hamburg. 

Gruppen- u. Substitutionentheorie von 
Prof. Dr. E. Netto in Gießen. 

Theorie der Flächen dritter Ordnung. 

Mathematische Potentiaitheorie. * 

Festigkeitslehre für Bauingenieure von 
Dr. \ng. H. R^V&n^T in Berlin. 



Elemente der Stereometrie 



von 



Prof. Dr. Gustav HolzmüUer. 



Band I: Die Lehrsätze und Konstruktionen. Mit 

282 Figuren. Preis brosch. Mlc. 6.— , geb. 
Mk. 6.60. 

„ II : Die Berechnung einfach gestalteter Körper. 

Mit 156 Figuren. Preis brosch. Mk. 10.—, 
geb. Mk. 10.80. 

„ III: Die Untersuchung u. Konstruktion schwie- 
rigerer Raumgebilde. Mit 126 Figuren. 
Preis brosch. Mk. 9.—, geb. Mk. 9.80. 

,, IV: Fortsetzung der schwierigeren Unter- 
suchungen. Mit 89 Figuren. Preis brosch. 
Mk. 9.—, geb. Mk. 9.80. 

Dieses Werk dürfte wohl einzig in seiner Art dastehen, denn 
in so umfassender und gründlicher Weise ist die Stereometrie 
noch nicht behandelt worden. Das Wort .elementar* ist dabei 
80 zu nehmen, daß die höhere Analysis und im allgemeinen auch 
die analytische Raumgeometrie ausgeschlossen bleiben, während 
die synthetische neuere Geometrie in den Kreis der Betrachtungen 
hineingezogen wird, soweit es die Methoden der darstellenden 
Geometrie erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt verwendet 
worden ist, sind streng konstruiert, und fast jede ist ein Beispiel 
der darstellenden Geometrie. 

Trotz des elementaren Charakters geht diese neue Stereo- 
metrie weit über das übliche Ziel hinaus, gibt neben den Lehr- 
sätzen umfangreiches Übungsmaterial, betont die Konstruktion 
und die Berechnung gleichmäßig und wird an Vielseitigkeit und 
Gediegenheit des Inhalts wohl von keinem der hervorragen- 
deren Lehrbücher erreicht. 



G.J.G8sellen'sebeTerlagshandlulL(llILLQU|^Ul. 



